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Kapitel 1

Genvorhersage

1.1 Eine kurze biologische Einfihrung

Eine DNA-Sequenz kann als Wort Uber einem Alphabet mit 4 Buchstaben, a, ¢, g, t, aufgefasst
werden. Wir bezeichnen die einzelnen Buchstaben des WortékiklsotideoderBasen In den

letzten Jahren wurde die DNA-Sequenz von vielen Organismen bestimmt. Wir unterscheiden zwei
Sorten von Organismegukaryotersind Organismen wie Tiere und Pflanzen, deren Zellen durch
Membranen getrennte Abteilungen (Zellkern) enthal®eokaryotersind Organismen wie Bakte-

rien und Archebakterien, deren Zellen keine solche innere Abtrennung besitzen. Bisher (Novem-
ber 2005) wurden etwa 39 eukaryotische Genome sequenziert und ihre Sequenzen verdffentlicht
(siehe http://www.genomesonline.org/). Beispiele sind die Backerhefe (1997), der @éaamor-

habditis elegan$1998), die Fruchtflieg®rosophila melanogastgf000), die Pflanzérabidop-

sis thaliana der Mensch (2001), der Malaria-Para&itopheles gambiag2002) und die Maus
(2002). 547 weitere eukaryotische Sequenzierprojekte sind momentan in Bearbeitung. Fur Proka-
ryoten sind diese Zahlen noch hoher. Diese Sequenzierprojekte erzeugen eine grol3e Menge von
Rohdaten, da die Sequenz eines Eukaryoten oft langer als hundert Millionen Basenpaare (bp) lang
ist und die eines Prokaryoten oft Langer als eine Million bp. Das menschliche Genom hat ungefahr
eine Lange von 3 Milliarden bp.

Die meisten der menschlichen Gene kodieren fir Proteine. In jingsten Schatzungen (Artikel
vom 21. Oktober 2004 in Nature) ist die Anzahl der proteinkodierenden Gene auf zwischen 20000
und 25000 herabgesetzt worden. Der vereinfachte Prozess, wie in eukaryotischen Zellen ein Pro-
tein aus einer DNA-Sequenz-Vorlage gewonnen wird, ist in Abbildudgezeigt.

Zuerst wird eine zusammenhangende Region der DNA in eine pra-mRNA-Sequenz Base fir
Base eindeutig kopiert. Dieser Prozess h&iihskription Aus dieser Sequenz werden tiérons
“herausgeschnitten” (splicing) und das Ergebnis ist die Verkettung der Exons und wird messenger-

e T T ——

transcriptiofi + splicing

(L -1 meseng A sencs

tranglation
— ain i suece
Legend:
not transcibed or transcribed and spliced out transcribed, not spliced out but not translated trandlated

Abbildung 1.1:Ein vereinfachtes Schema der Gen-Expression.
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CCtC&CCtth ag aaaacctctttgccaccaatacc

taal tCtaCtttt cagctgctatttc a tcaa tgtaggcagagtccttttttctagtcat
caaaca %atctgggg[at% %qaca ca cta a att @ tgct taaatgtta?ag cta a a t'[
agtaacatt a tcctattt attagc aa C aagtca att

ctt aattatttgticaay caagccect ccctc ct cct doestetat at %a lg
Y aag:%% o agct:tata tt%%(?tgg ctc aca atcg?c(t:?éaat aa at caaaaqqcag %t teadan gaaca ctc
cca?gggcagtgggatctcacccqgg cttt 999419 g R 2

ditcag
tatCaacccctggctgeect

s T am%%@&g%%%%&ﬁé %téggaaﬁ Sl ga&g

gg q t accaat Ccttaaac agaa

cal aa tcadiatia Ea ctatt tactga aat ccact ticctaatct

acccct ccca al ctaaatc g t %%a tct cttcca ctc a tcccatcc g

ccc acca ca ¢ al c accacaggcaa aaaa cc aaaggtccca c
t t t gt t 1t

tctgtctgc ftgftct
gctgctcagagacaggaagtcttc

Abbildung 1.2:Beispiel einer eukaryotischen DNA-Sequenz mit einem Gen, das aus drei kodie-
renden Exons (grun/hell) besteht. Die Zeilen enthalten jeweils 90 Zeichen. Die Exons haben die
rI_na'enngen 76, 115 und 88bp. Die Exongrenzen fallen also hier nicht mit den Kodongrenzen zusam-

RNA (mRNA) genannt. Die Stelle zwischen einem Exon und dem néchsten Intron stromabwarts
wird Donor Splice Sitdauch 5’ Splice Site) genannt, die Stelle zwischen einem Intron und dem
nachsten Exon stromabwarts hei&steptor Splice Siteauch 3’ Splice Site). Die Anzahl der Ex-

ons pro Gen variiert. Manche Gene enthalten nur ein Exon, also auch keine Introns. Das menschli-
che Muskelprotein Titin enthalt jedoch mit 178 sehr viele Exons. Beim Menschen enthalt ein Gen
im Durchschnitt etwa 9 Exons. Danach wird ein innerer zusammenhangender Teil der mRNA se-
quentiell in eine Folge von Aminosauren Ubersetzt. Dabei wird jedes Kodon (Tripel von Nukleoti-
den) nach einem (teilweise spezies-spezifischen) genetischen Code in eine bestimmte Aminosaure
Uibersetzt. Die Translation stoppt direkt nach dem ersten von einem von drei Stopp-Kodons: taa,
tag, tga. Die Lange dieses kodierenden DNA-Abschnitts ist also ein Vielfaches von 3. Die Stellen
in der mRNA, an denen sich in der pra-mRNA die Introns befanden, kdnnen an beliebigen Stel-
len sein. Insbesondere, kann ein Intron ein Kodon trennen (siehe Abbild@ngVir bezeichnen

in diesem Skript im Folgenden nur die kodierenden Teile der Exons als Exons. Dies steht zwar
im Widerspruch zur biologischen Bedeutung des Wortes “Exon”, aber ist praktischer, da die hier
beschriebenen Methoden sich auf deren Vorhersage konzentrieren. In Abkildigigd das al-

so die drei roten (dunklen) Abschnitte in der obersten Zeile. Zuletzt wird die Aminosauresequenz
dreidimensional gefaltet in einer Weise, die (fast immer) durch die Abfolge der Aminisauren selbst
bestimmt ist.

Gene kénnen auf beiden Strangen der doppelstrdngigen DNA kodiert sein. Normalerweise
sind zwei benachbarte Gene durch dimtergenische Regiogetrennt, Uberlappen also nicht.

Die Annotation dieser Sequenzen mit experimentellen Methoden kann bei weitem nicht mit
dem Tempo der Erzeugung der Sequenzen mithalten. Aul3erdem basieren experimentelle Metho-
den auf der Analyse von mRNA und kénnen somit nur Gene finden, die in den untersuchten Zell-
typen und unter den gegebenen Bedingungen exprimiert werden. Informatische Methoden, Gene
zu finden sind deshalb nétig. Gene zu lokalisieren ist hilfreich und oft sogar notwendig fur eine
weitere Analyse wie die Charakterisierung der Proteinfunktion, um die Abstammungsverhéaltnis-
se zwischen Arten zu bestimmen oder um die Regulation der Gene zu verstehen. Das Problem,
Gene in genomischen DNA-Sequenzen zu finden, ist schwer und wurde trotz gro3er Anstrengun-
gen noch nicht zufriedenstellend geldst. Die Genauigkeit der jetzigen Genvorhersageprogramme
ist (zumindest bei Eukaryoten) nicht hoch genug, um sich auf die Ergebnisse verlassen zu kén-
nen. Nichtsdestotrotz werden die Ergebnisse solcher Programe fir die automatische Annotation
in Genomprojekten benutzt, und ausreichend schnelle und mdglichst genaue Genfinder werden
nachgefragt.
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1.2 \Verallgemeinerte Hidden-Markow-Modelle (GHMMS)

1.2.1 Einleitung

Ein Hidden-Markow-Modell (HMM) ist ein ein probabilistisches Modell. Unter den Modellannah-
men werden beobachtete und unbeobachtete Gréf3en als zuféllige Ergebnisse aufgefasst. HMMs
sind seit Ende der 60er Jahren bekannt und wurden seither in vielseitigen Anwendungen verwen-
det. Unter anderem flr

e Bioinformatik

— Genvorhersage

Modellierung von Sequenzen von Proteinfamilien
— Alignments

Rekombination von Virengenomen

Identifikation von Fremdgenen

Spracherkennung

Handschrifterkennung

Klassifizierung von Musik, Vogelgesang oder Bildern

Klimaforschung

Eine Zusammenstellung von Referenzen von Arbeiten iber HMMs gibt es unter http://www.tsi.enst.fr/ cap-
pe/docs/hmmbib.html.

1.2.2 Notation

Fur ein Alphabet: (z.B.X = {a, ¢, g,t}) bezeichez* die Menge aller endlichen Wérter, die aus
Buchstaben aus (Elementen vahyebildet werden kénnen. Z.Ba, ¢, g, t}+ =
{a,c,g,t,aa,ac,ag, at, ca, ce, cg, ct, ga, gc, gg, gt, ta, te, tg, tt, aaa, aac, . . .}. ES bezeiche das
leere Wort, also ein Wort, das aus 0 Buchstaben besteht.3Und= > U {e}. Fur einWort

o = o109---0, € X* bezeichndo| = n die Lange des Wortes, z.Bacg| = 3. Furi < j
bezeichner[i..j] das Teilworto; - - - 04, o(i..j] das Teilworto; 1 - - - 05, etc. Fur zwei Ereignisse
A, B sei P(A| B) die bedingte Wahrscheinlichkeit vohgegeberB.

1.2.3 Definition

Definition 1.1 (Markow Kette) Eine Folge von ZufallsvariableN, X5, ... mit Werten in einer
diskreten (bei uns immer endlichen) Men@eheil3t eineMarkow-Kette(erster Ordnung), wenn
furallei > 1und allexy, zo,...,2; € Q

P(Xz = T ’Xl =T1y.-. 7Xi—1 = xi—l) = P(Xz = X ‘ Xi—l = xi—l)-

Die Folge heilhomogenaviarkow-Kette wenn PX; = s| X;_; = r) nicht voni abhangt
(r,s € @), sonst hei3t simhomogenBei einer homogenen Markow-Kette wird die Matrix=
(ar.s)rscq Mita,s = P(X; = s| X;_1 = r) die Ubergangsmatripgenannt. Die Mengé) heif3t
ZustandsraumWennX; = ¢, dann sagen wir der Prozess ist Zigit i in Zustandy.
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Beispiel: Ein Betrunkener geht von Kreuzung zu Kreuzung und wéahlt bei jeder Kreuzung eine
zufallige Straflse zum Weitergehen und zwar unabhangig davon, wo er bisher langgelaufen ist (z.B.
wahlt er jeweils jede mdgliche Strafl3e mit gleicher Wkeit). Dann ist die Folge der Kreuzungen eine
Markow-Kette auf dem Zustandsraum aller Kreuzungen.

Um die Verteilung der Markow-Kette vollstdndig zu definieren muf3 noch die Verteilung von
X1, die sogenannt&nfangsverteilungmit angegeben werden. Um die Notation zu verteinfachen
flgen wir einen spezielleBtartzustand,i; und eine weitere konstante Zufallsvariablg = ginit
ein. Dann ist die Verteilung der Markow-Keth,, X1, . . . vollstandig durch die Ubergangsmatrix
bestimmt. Weil wir uns in der bioinformatischen Praxis fur endliche Zustandsfolgen interessieren,
fligen wir auRerdem einen spezielendzustandierm €in, der von mindestens einem Zustandin
erreicht werden kann aber vom Prozess nicht mehr verlassen wird. Wir benutzen die Bezeichnung

Q+ =QU {Qinih Qterm}~ (1.1)

Die erweiterte Ubergangsmatrik = (a;;); jeg+ MUl dann

Agam =0 (¢ € QJr)
a‘]inityqlerm =0 (12)
=1

Agterm, germ

erfillen. Mit anderen Worten, der Prozess startet im Startzustand, verlaf3t ihn im ersten Schritt,
bleibt fur irgendeine Anzahl Schritte in der Men@eund geht dann in den Endzustand, in dem er
dann bleibt. Sef” der letzte Zeitpunkt bevor der Prozess den Endzustand erreicht, also

T.— { inf{t| X; = qerm} — 1. , wenn die Menge nicht leer ist 13)

o0 , sonst.

Unter geringen - bei unseren Anwendungen erfiillten - Voraussetzungen an die Ubergangsmatrix
A ist T fast sicher endlich(T" < oco) = 1). Der Prozess endet also immer. Dies ist z.B. dann
erfullt, wenn es nur endlich viele Zustande gibt, und man direkt oder indirekt jeden Zustand in
(@ von jedem anderen mit positiver Wahrscheinlichkeit erreichen kann (sogerieedigzible
Markow-Kette).

Spielzeugbeispiel eines Genmodells:
Bei den sogenannten Niwoniern ist das Erbgut in einer langen Folge von 1,2,3,4,5,6 kodiert. Es
besteht zum groRRen Teil aus unbedeutenden zwischengenischen Regionen (IR: intergenische Re-
gion). Und aus zwei Sorten von Genen: Sorte A und Sorte B. Wir nehmen an, dass Folgendes
bekannt ist.

¢ Die zwischengenische Region am Anfang und Ende der Erbgutsequenz und zwischen zwei
benachbarten Genen kann beliebig lang sein und hat die durchschnittliche Lange 3. In ihr
kommen die 6 Zifferrl, . . ., 6 durchschnittlich gleich h&ufig vor.

e Die erste Ziffer unmittelbar vor einem Gen ist eine 1 und die erste danach ist eine 2.

e Bei Genen der Sorte A (B) sind durchschnittlich 50% der Ziffern 5 (6), die jeweils anderen
Ziffern kommen im Durchschnitt gleich h&ufig vor.

e Es gibt etwa doppelt soviele Gene der Sorte B wie Gene der Sorte A.

e Gene der Sorte A bestehen aus 1-10 Ziffern, Gene der Sorte B aus 1-5 Ziffern.
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Diese Information ist im folgenden Graphen zusammengefasst.

Gen A

A, p§') = (0.1,0.1,0.1,0.1,0.5,0.1
Lange 1-10

R

immer Ziffer 2

IR
IR IR IR 11 1 1 1 1
(P Pg s Pg):(gagvgygyg»g)

beliebige Laenge, Durchschnitt 3

L

immer Ziffer 1

Lange genau 1 Lange genau 1

GenB

B, pE)=1(0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.5)
Lange 1-5

Abbildung 1.3:Spielzeugbeispiel: Erbgutstruktur der Niwonier.

Wir betrachten die Erbgutsequenz als zufallig, weil wir nicht verstehen, warum sie genau so ist
wie sie ist. Viele Eigenschaften der beobachteten Regelmafigkeiten des Zufalls (z.B. ungeféhre
Lange, durchschnittliche Haufigkeiten der Ziffern) kénnen in einem verallgemeinerten Hidden-
Markow-Modell modelliert werden.

Definition 1.2 (GHMM) SeiQ™ wie in (1.1), A wie in (1.2) und seiX eine abzahlbare Menge,
dasEmissionsalphabetVeiter seien die Wahrscheinlichkeitefio) definiert firi € Q*, 0 € ¥*.
Ein verallgemeinertes Hidden Markow Model (GHMmM)t Zustandsraun® ™, Ubergangsmatrix
A undEmissionswahrscheinlichkeiten(c) (i € Q1,0 € X*) ist eine Folge

(X0, Y0), (X1, Y1), (X2,Y2), ...

bei derXy = ginit ist, die FolgeXy, X1, X», ... eine homogene Markow-Kette mit Zustandsraum
Q7 und Ubergangsmatrix ist und wobeiYy, Y7, . . . eine Folge von Zufallsvariablen mit Werten
in X* ist, so das§y = « und

exi(yi) = P(Yz‘zyilXi:xi)
= PYi=wy|Xo=w0,....Xs =2:,Yo=y0,...,Yio1 = ¥i-1)

furallei > 0undxg,...,z; € QT ,%0,...y; € X*. Die Emissionswahrscheinlichkeiten missen
ei(e) =0 (i € Q)undeg, (e) =1, egem(c) = 1 erfillen.

Fur das Beispiel der Niwonischen Erbgutstruktur konnte man etwa folgendes GHMM benut-
zen. Wir setzert = {1,...,6}. Wir wehmen jetzt an, wir hatten die Verteilung der Langen der
IR, von A-Genen und B-Genen genau gegeben: SaigH), pa(¢), ps(¢) die Wahrscheinlichkei-
ten dafir dass eine IR-, A-Gen-, bzw. B-Gen-Sequenz die Langéd hat. Wir nehmen hier der
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Einfachheit halber an, das die Lange der zwischengenischen Region geometrisch verteilt ist und
dass die Lange eines Gens gleichverteilt ist auf der Menge aller mdglichen Langen:

pr(0) = ;(;)H

B 1/10 falls1 <¢<10
ralt) = { 0 , sonst

- 1/5 falls1</¢<5
relf) = { 0 ,sonst

Und wir nehmen jetzt an, dass eine Sequenz aus durchschnittlich 100 Genen besteht. Dann wére
etwa folgendes GHMM eine sinnvolles statistisches Naherungsmodell fiir die niwonischen Gen-
strukturen.

Zustandsraum: Q' = {ginit, IR, L, R, A, B, gterm}

A | gnit IR L R A B gem
gnt] 0O 1 0 0 0 0 o0
IR| O 0O 099 0 O 0 o0.02
. . 0 0 0 o L1 2 0
Ubergangsmatrix: Rl 0 1 0 o 30 30 0
Al O 0 0 1 0 O 0
B| O 0 0 1 0 O 0

Emissionswahrscheinlichkeiten:Seic = o109 - - - o, ein Wort Gibery: der Langel > 1. Wir
setzen dann

4 l
er(o) = pr(‘ Hp ea(0) =pa(0) - [[rh,  es(o) =pa(®)-[]#5,
i=1 =1

() = 1 ,wenno ="1 () = 1 , wenno ='"2'
A9 =N 0, sonst. o RYT 10 sonst.
Damit haben wir dieses GHMM vollstandig spezifiziert. Beachte etwa, dass die Wahrschein-

lichkeit, dass ein im Zustand IR emittiertes Wort W die Laridmat, tatsachlicp;r(¢) ist:

P(W hat Lange/) = > er(0) = pr(¢) Z H PR = pir(¢

o Wort der Lange 015,00 €8 =1

Und die Zifferi € {1,...,6} kommt tatsachlich an jeder Stelle in W mit Wahrscheinlichjeit

vor. Wir konnten also in diesem Fall alle uns zur Verfugung stehenden Erfahrungswerte Gber typi-

sche niwonische Gene im Modell berticksichtigen. Jetzt stellt sich die Frage, wie benutzt man ein
GHMM, das man bereits konstruiert hat, um die unbekannte Struktur einer Sequenz vorherzusa-
gen.
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Direkt aus der Definition von GHMMs folgt durch wiederholte Anwendung der Definition der
bedingten Wahrscheinlichkeit, dass fur alle 0, z1,...2: € QT,y1,...,y: € X%, 20 := ginit-

P(((X17 Y1)7 SRR (Xt7 YD) - ((.’L’l, y1)7 R (xtvyt)»
= P((X1,Y1) = (z1,1)) -
P((X2,Y2) = (w2, 92) [ (X1, Y1) = (21,51)) -

P((X4,Yt) = (zg, ) | (X1, Y1) = (z1,91), -+, (X1, Ye1) = (-1, 9¢-1))

t
= Haxi—hxi - €x, (Yi)- (1.4)
=1

Wir bezeichnen miX die Folge der Zustand&,, X, ... und mitY die Folge deBeobach-
tungenYyp, Y1, .... Mit Formel 1.4 kénnen wir gemeinsame Wahrscheinlichkeiten von Zustands-
und Beobachtungsfolgen ausrechnen und damit (theoretisch) die Wahrscheinlichkeit je#es von
oderY abhangigen Ereignisses. Zunachst noch eine Definition.

Definition 1.3 Seixq,...,z, € Qunddy,...,d, > 1. Der Vektor

((IEl,dl),...,(iUn,dn)) (15)

wird ein Parseder Lange/ genannt, wenw; + - - - + d,, = ¢. Er endetin z,,. Der von(X,Y)
induzierte Parsé wird definiert als

= (X1, Y1), .- (X7, |Y7|)) (1.6)
Fur¢ > 1 wird der/-gestutztelurch(X, YY) induzierte Parse definiert durch
By = (X1, Vi), (X, Vo)) mit 7 i= max{n | [Vi| + -+ Yo S6Yn £} (17)

Der ¢-gestutzte Parse kann interpretiert werden als der langste anfangliche Teilparse, dessen
Emissionsléangé nicht Giberschreitet. Beachte, ddssein Parse der Langést, wenn|Y;|+- - -+
|Yy,| = Cist fur irgendeinn.

Sei S das Wort, das man durch Aneinanderhangen der WafeY7, ... erhalt. DieY;’s
nennen wirEmissionenDie praktische Absicht hinter dem formalen Modell ist die Folgende. In
den Anwendungen von GHMMs ist beobachtbar. Aber in welchem Zustand die ZeicheRf in
emittiert wurden ist unbekannt und soll sinnvoll geraten werden. Mit anderen Worten, der Parse
d ist “versteckt” und mufd unter Benutzung der Beobachtdngufgedeckt werden. Das Wort
verallgemeinert (generalized) in GHMM bezieht sich auf die Tatsache, dass — im Gegensatz zu
normalen HMMs — die Zustande in einem GHMM ein ganzes Wort emittieren anstatt nur ein
einzelnes Zeichen. In einem normalen HMM haben die Wartsralle Lange 1.

1.2.4 Viterbi-Algorithmus

Der wahrscheinlichste Parse gegeben eine Beobachtang ™+ der Langé ist eine intuitive Wahl
als Mutmafung fir den unbekannten wahren Parse. So einfRaragrd Viterbi-Parsegenannt:

Pvit €  argmax P(® =[S =o0). (1.8)
1 Parse der Lange

Wir nennen die bedingte Verteilung des Proze$3esY ), gegeben, das$ = o, diea-posteriort
Verteilung von Zustanden und Emissionen. In diesem Sinne ist der Viterbi-Parse ein Parse mit
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maximaler a-posteriori-Wahrscheinlichkeit. Anders formuliert: Wenn wir unter allen moglichen
Ausgangenx,y) des zufalligen Prozesses, die mit der tatséachlichen Beobachtkngsistent
sind (also wo die aneinandergehangten emittierten Worter ghesihd), den (einen) wahrschein-
lichsten Ausgang nehmen, dann ist der induzierte Parse der (ein) Viterbi-Parse.

Formell.4kann zwar theoretisch benutzt werden um direkt einen Viterbi-Parse zu finden, z.B.
indem von jedem mdoglichen Paar von Zustand- und Emissionsfelge) die zur tatséchlich be-
obachteten Gesamtemissieriiihrt die Wahrscheinlichkeit berechnet wird. Eine solche Methode
ist aber wegen der zu grof3en Zahl méglicher Parses praktisch unmdglich.

Ein Viterbi-Parse kann mittels dynamischer Programmierung effizient berechnet werden. Wir
beschreiben jetzt eine Variante des sogenanvitenbi-Algorithmud Vit67].

Sei eine Eingabesequewnzder Langet gegeben. Wir definieren die sogenannkéterbi-
Variablen
P(®y = 1, S[1..4] = o[1..4]) (1.9)

0= max
e, 1 Parse der Langéendend iny

firalleg € @ and1l < ¢ < t. Aus Notationsgriinden setzen wir aul3erdg, o = 1 und

74,0 = 0 flr alle ¢ # ginit. Die Viterbi-Variablen kdnnen mit einer einfachen Rekursion berechnet
werden. Diese Rekursion leiten wir her indem wir erst darauf bedingen,als mehr als einem
Schritt besteht, und dann in dem Fall, dassus mehr als einem Schritt besteht, auf die méglichen
Ausgange des letzten Schritts bedingen.

= max max P(®, =, S[1..4] = o[1..4]),
e = maxd e P =0, 5[1.4 = ofL.0)
max P(®, =1, S[1..4] = U[l..f])}
Y=(¢',(¢,d))
Parse der Lange
£ endend ing

_ max{ Ganq - Ca(0]1.4])),

max P(®y =, S[1,0] =0c[1.0]) - ay 4 eq(a(ﬁl..ﬁ])}
qdeqQ,t'=t—d

1’ Parse der Lange
¢" endend iny’

_ max{ Ganq - Ca([1.4])),

max _ag g eq(o(l..0]) - max P(®y =, S[1.0]] = a[l..ﬁ’])}
1<t/<t,q'eqQ <’ Parse der Lange
¢" endend iny’
= max {aqmmq -eq(o[L..4])), 1§£¥2?§,€Q Vg AQq g eq(a(ﬂ-ﬁ])}
= max Yoo+ Qg q - eq(a(l 1)) (1.10)
1</ <, eQ

oderq’ =ginit,£'=0

Der folgende Satz zeigt, was diese Viterbi-Variablen mit einem Viterbi-Parse zu tun haben.
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Satz 1.4 Seio eine Emission der Lange Seiy) = ((z1,d1), ..., (xn,dy)) Mitzy, ..., 2, € Q
ein Parse der Lange DefiniereDy :=0,D; :=dy +---+d; (i=1,...,n). Wenny

VYt * Qzp germ — NAX Vgt * Qg qgrerm (1.11)
q€Q
erfillt und
Yzi,D; = Vzi—1,Di-1 " Qzi_q,2; ewi(U(Di*h Dl]) (1-12)
istfurallei = 1,...,n (Mit 2o := gnit), dann isty) ein Viterbi-Parse.

Beweis:DaR® = ¢,S =0) =P(S =0) - P(® =¢|S = 0), ist jeder Parse der Lange
derP(® = v, S = o) maximiert, ein Viterbi-Parse. Sgj;: diese maximale Wahrscheinlichkeit:

it = a P@=1v,S=o0).
it wParsréldéi Lange ( ¢ U)

Und seiiy ein Parse der Langeder (1.11) und (.12 erfillt. Dann gilt
P((I) =9,5 = U) = (H Qg 1,25 " Cxy (U(Di—l’ Dl])) " Az, qterm
i=1
= Tz1,D1 " (H Ay, 'ezi(U(DilaDi])> " Ay, qrerm
=2

n
= Vas,Dy - (H Q1,2 'emi(U(DilvDi])) " Gy grem
=3

- 7$n7t ' aIm‘Iterm

max 7‘1115 ’ a‘]y‘]term

q€Q
= max max P(®; =, S =0) - aggem
9€Q ) parse der Lange

endend ing
= max P(® = S=0
¢ Parse derLange ( d} ’ )
= Dvit

Dabei folgt die erste Zeile au%.d), und die zweite bis flinfte Zeile unter Benutzung varig). In
der Zeile mit den zwei Maxima wurde die Definition vop, eingesetzt. Im Schritt zur vorletzten
Zeile wurde beriicksichtigt, dass der vollstéandige Parse gleichtelggstutzten Parse ist, wenn
er in n&chsten Schritt in den Endzustand Ubergeht. Die letzte Zeile folgt aus der vorhergehenden
nach dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit.
Satzl.4legt den sogenannten Viterbi-Algorithmus nahe:

Algorithmus 1 (Viterbi-Algorithmus)

1. Berechne iterativ die Viterbi-Variabley ; nach aufsteigendef’s mittels RekursionX.10 und
speichere sie in einer Tabelle (dynamische Programmierung).

2. Mache ein Backtracing durch die Tabelle und benutze Bdtam einen Viterbi-Parse zu kon-
struieren. D.h. benutze Formel.(1) um z,, zu bestimmen-{ ist unbekannt) und danach fir
i=n,n—1,...,1die Formeln {.12 und (.10 umx;_; undd; zu bestimmen. Das Backtracing
terminiert, wenny _ d; = t erreicht ist.



=1 2 3 4 5 6 7 8
3 1 4 5 1 5 2 6
g=IR || 0.111| 6.17-1073 | 343-10* | 1.91-107° | 1.06-107% | 5.88-107% | 3.27-107° | 1.02- 106
L 0 0.11 0 0] 1.89-107° 0 0 0
A 0 0|367-107*|1.83-107*|183-107%|9.17-107°|9.17-1077 | 9.17-1078
B 0 0| 147-1073 | 1.47-107* | 1.47-107° | 1.47-107% | 1.47-1077 | 1.26- 1078
R 0 0 0 0 0 0]9.17-1076 0
=9 10 11 12 13 14 15 16
6 1 2 3 6 5 2 4
g=IR || 5.66-107% | 3.14-107° | 1.75-1071° | 1.02-107'° | 5.66-107'2 | 3.14-107"3 | 1.74-10~™ | 4.14- 10~ 13
L 0| 5.60-10"8 0 0 0 0 0 0
Al 917-107° | 9.17-107° | 9.17-10~"" | 1.86-10"'" | 1.86-10"'2 | 9.33-107'3 | 9.33-10"'4 | 9.33-10"1°
Bl 63-107°| 63-10719 | 7.46-10719 | 7.46-10~' | 3.73-10~' | 3.73-107'? | 3.73.107 13 0
R 0 0|9.17-10710 0 0 0| 3.73-10"12 0

Abbildung 1.4:Beispiel fur den Verlauf des Viterbi-Algorithmus bei dem Spielzeug-GHMM fur

die Eingabesequenz = 3145152661236524 der Langet = 16. Obige Viterbi-Tabelle mit den
Eintragen~, , wird zunachst von links nach rechts spaltenweise gemal? der Viterbi-Rekursion
(1.10 ausgefullt. Dann wird der Zustang bestimmt, fir deny,; - aq, g, Maximal ist. Hier

ist dasq = IR, weil dies der einzige Zustand ist, von dem aus man den Endzustand errei-
chen kann. Man setzt = ¢, ermittelt dann das Pad¢/, ¢') das den Ausdruck in1(10 maxi-

miert, merkt sich dieses Paar und setzt dénrf) = (¢, ¢’). Dies wiederholt man bis man bei

q = qinit, Y = 0 angekommen ist. Die hierbei durchlaufenen Pdaré) sind rot markiert. Sie
ergeben von links nach rechts gelesen die Abfolge der Zustdnde und ihre Endpositionen. Der
Viterbi-Parse is{ (IR, 1), (L, 1), (A,4), (R, 1), (IR,2), (L, 1),(B,4), (R, 1), (IR, 1)). Bemerkung:

Man kann das nochmalige Berechnen der Viterbi-Rekursion beim Backtracing einsparen, wenn
man sich gleich beim Ausflllen der Tabelle zu jedem Raaf) jeweils auch merkt, bei welchem

¢" und ¢’ das Maximum angenommen wurde. Bei mancher Anwendung mochte man allerdings
den daflrr zusatzlich benétigten Speicher sparen.

Die Speicherplatz-Komplexitat dieser direkten Implementatiof {§f)|-¢). Die Zeit-Komplexitat
ist O(|Q|? - t2), wenn die Emissionswahrscheinlichkeiten in konstanter Zeit berechnet werden
konnen. In einzelnen Anwendungen hangt die Zeit-Komplexitat stark von der Zeit ab, die bendtigt
wird um die Emissionswahrscheinlichkeiten zu berechnen. In typischen Anwendungen mufd zur
Berechnung vony, , mittels 1.10auch nicht das Maximum Uber al{é € Q und ¢’ < ¢ gebildet
werden, sondern nur (ber solche, bei denen die Ubergangswahrscheinlichkeiten und Emissions-
wahrscheinlichkeiten nicht verschwinden.

Der Grund, warum die sehr komplex erscheinende Aufgabe, unter allen (exponentiell vielen!)
Parses den Wahrscheinlichsten zu finden, praktisch Uberhaupt effizient moglich ist, ist die relativ
einfache Abhangigkeitsstruktur der Zustands- und Emissionsfolgen. Die Verteilung,uangt
im GHMM nur vonX;_; ab, die vony; nur von.X;. Dies rechtfertigt nachtraglich die Verwendung
einer Markow-Kette fiir die Folg&(1, X5, .. ., die zunachst willkirlich erschienen sein mag.
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3145152661236524
A B

Abbildung 1.5:Eine niwonische Erbgutsequesazaind die dem Viterbi-Parse entsprechende Gen-
struktur.

1.2.5 GHMNMs fur die Genvorhersage
Prokaryoten

Das erste Genvorhersageprogramm, dass auf einem Hidden-Markow-Modell beruhte, war ECO-
PARSE KMH94]. Es war ein HMM, das Gene in dem Prokaryotscherichia colvorhersagte.

Es beruhte auf einem einfachen Modell fir die intergenische Region und bertcksichtigte, die ty-
pische Haufigkeit der 61 kodierenden Kodong&inoli. Abbildungl.6zeigt einGHMM, dass dem

HMM in ECOPARSE sehr nahe kommt. Es gibt 4 Zusta@de {IR, StartkodonKodon Stoppkodo#.
Die Ubergange mit einer Ubergangswahrscheinlichkeit groRer als Null sind als Pfeile eingezeich-
net und mit der Ubergangswahrscheinlichkeit beschriftet. Jeder Zustand emittiert eine feste Anzahl
an Zeichen. 'IR’ emittiert jeweils ein Nukleotid. Die Wahrscheinlichkeit fur A,C,G,T ist jeweils

die beobachtete relative Haufigkeit dieser Basen in intergenischen Regionen. 'Startkodon’ emit-
tiert drei Nukleotide: Mit grof3er Wahrscheinlichkeit das Wort atg mit kleinerer Wahrscheinlichkeit
die beiden anderen mdglichen Startkodons gtg oder ttg, alle anderen Worter der Lange 3 haben
Wahrscheinlichkeit 0. Der Zustand 'Kodon’ emittiert auch jeweils 3 Nukleotide, ndmlich jedes der
61 Kodons, die kein Stoppkodon sind, mit der Wahrscheinlichkeit gemaR einer Tabelle der Kodon-
haufigkeiten irE.coli. Der Zustand 'Stoppkodon’ emittiert eines von drei Stoppkodons ebenfalls
mit vorher trainierten Haufigkeiten. Die Ubergangswahrscheinlicheitend ¢ sind klein. Sie
bestimmen implizit die Wahrscheinlichkeit fur die LAnge eines Gens oder einer intergenischen

Region (Aufgabe).

Start-\_ 1 p Stopp
Kodon — \_Kodon
1
q
1-q

Abbildung 1.6:Ein einfaches GHMM, das Gene in Prokaryoten findet. Zustand 'IR’ emittiert
jeweils 1 Nukleotid, die anderen Zustande emittieren jeweils ein ganzes Kodon.

Obiges Modell hat den Nachteil, dass es nur Gene auf dem Vorwartsstrang findet. Ausserdem
neigt es dazu, Gene auf dem Vorwartsstrang in Regionen zu finden, die auf dem Rickwartsstrang
ein Gen enthalten und umgekehrt. Das liegt daran, dass kodierende Regionen normalerweise einen
héheren Anteil and g und ¢ haben (GC-Gehalt) und dies gilt dann auch fiir den gegentberliegenden
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Strang wegen der Komplementaritat von g und c. Diese falschlicherweise auf dem falschen Strang
vorhergesagten Gene heifl3en 'Schattengene’. Das Modell kann so abgedndert, dass es gleichzeitig
Gene auf beiden Strangen vorhersagt und das Vorhersagen von Schattengenen weitgehend vermei-
det. Siehe Abbildungd.7. Die drei unteren Zustande, deren Namen mit RC (reverse complement)
beginnen, entsprechen jeweils einem Zustand oben. Ein Zustand unten emittiert mit derselben
Wabhrscheinlichkeit daseverse Komplemergines Wortes, wie der entsprechende Zustand oben

das Wort emittiert.

Abbildung 1.7:Ein GHMM flr Prokaryoten, das Gene auf beiden Strangen vorhersagt. Die obere
Halfte modelliert Gene auf dem Vorwartsstrang, die untere Gene auf dem Rickwartsstrang.

Eukaryoten

Die Genvohersage bei Prokaryoten ist aus zwei Grinden vergleichsweise einfach im Vergleich
zu der bei Eukaryoten. Zum einen ist wegen der fehlenden Introns die Lange der kodierenden
Abschnitte der DNA meistens so lang, dass der sie enthaltende offene Leserahmen (ORF), stati-
stisch aufféllig lang ist. Solche langen ORFs kommen normalerweise nicht in nicht-kodierenden
Regionen vor. Das Fehlen eines Stoppkodons in einem bestimmten Leserahmen in einem langen
Abschnitt lasst also mit grosser Sicherheit bereits auf das Ende eines Gens schliessen: Das er-
ste Stoppkodon nach dem ORF. Zum anderen sind die intergenischen Regionen bei Prokaryoten
normalerweise viel kiirzer als bei Eukaryoten.

Es gibt also viel weniger “Gelegenheit” falsche Gene vorherzusagen, wo keine sind. Abbil-
dungl.8 zeigt die Zustande und moglichen Ubergange eines einfachen GHMMs fiir Eukaryoten.
Die Karoférmigen Zustande emittieren jeweils nur ein Nukleotid haben aber einen mdoglichen
Ubergang zu sich selbst (Selbstschleife), so dass ein beliebig langes zusammenhangendes Stiick
Sequenz Base fur Base emittiert werden kann. Zustand IR steht wieder fur die intergenische Re-
gion. 10, 11, 12 sind Intronzustande. Hierbei ist es sinnvoll, sich bei Genen mit mehreren Exons
den Leserahmen des vorhergehenden Exons zu “merken” indem man fur jede der 3 mdglichen
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Leserahmen einen Intronzustand einfuhrt. In diesem Sinne ist 10 ein Intron, dessen vorhergehen-
des Exon mit einem vollstdndigen Kodon endet, I1 ein Intron, dessen Vorgdngerexon mit einem
unvollstandigen Kodon mit nur 1 Nukleotid endet und 12 ein Intron, dessen Vorgangerexon mit ei-
nem unvollsténdigen Kodon mit 2 Nukleotiden endet. Die runden Zustande entsprechen Exons und
emittieren die gesamte Exonsequenz zufélliger Lange in einem Stlick. Dies erlaubt, die Verteilung
der Exonlangen genau zu modellieren. Die Ziffer am Ende des Zustandsnamen der initialen (INI)
und internen (INT) Exons gibt wie oben beschrieben die Position im Leserahmen an, in dem die
Exons enden. In dem hier beschriebenen Modell, das eine Vereinfachung des Modells in AUGU-
STUS SWO03 ist, hangen entgegen obigem theoretischen Modell die Emissionslangen der Exons
nicht nur vom gerade aktuellen Zustand, sondern auch vom Vorgéangerzustand ab: Die kodierende
Sequenz, die in einem INTEXQNustand emittiert wird, muss, wenn der Vorgadngerzustand der
Intronzustand 4 war, die Lange — j modulo 3 haben. Auf diese Weise liefert jeder Pfad eine
biologisch konsistente Abfolge von Exons inklusive Leserahmeninformation. Die Definition des
GHMMS und der Viterbi-Algorithmus kénnen problemlos um die Moglichkeit erweitert werden,
dass die Emissionen von den letzten beiden Zustanden abhéngen (o) anstatt,, (o)). Der
Ubersichtlichkeit halber habe ich dies in den vorigen Abschnitten nicht zugelassen. Man kann
diese Erweiterung der Definition von GHMMs jedoch auch vermeiden, indem man zusétzliche
Exonzustande einfiihrt (Ubung).

Abbildung 1.8:Ein einfaches GHMM fir Eukaryoten. Ein Gen besteht entweder nur aus einem
Exon (Single) oder aus einem initialen Exon (INIEXON), einem Intron (I) dann aus einer belie-
bigen Anzahl von abwechselnden internen Exons (INTEXON) und Introns und schliesslich aus
einem terminalen Exon (TERM).

1.2.6 Vorwarts-Algorithmus

Ein Algorithmus, der dem Viterbi-Algorithmus sehr &hnlich ist, ist der sogenaviotearts-
Algorithmus Der Viterbi-Algorithmus erlaubt zwar die Berechung eines Pafgemit maximaler
a-posteriori-Wahrscheinlichkeit, aber wir kdnnen mit ihichtauch die a-posteriori-Wahrscheinlichkeit
dieses Parsas,i; ausrechnen. Zu diesem Zweck kann man den Vorwarts-Algorithmus verwenden:
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Er erlaubt insbesondere, die Wahrscheinlichk¢ P- o) der Emissions zu berechnen. Somit
kann man also die a-posteriori-Wahrscheinlichkeit ¥Qn
¢ = vait ) S = J)

P(S =o0)

P = byt | S = 0) = .

bestimmen, denn den Zahler (obgp genannt) ist Nebenprodukt des Viterbi-Algorithmus. Der
Vorwarts-Algorithmus ist au3erdem ein notwendiger Vorverarbeitungsschritt des sogersemmiging-
Algorithmus der weiter unten besprochen wird.

Analog zu den Viterbi-Variablen definieren wir derwarts-Variablen

age = P(®,istein Parse der Langeendend iny, S[1..4] = o[1..4])
— > P(®; = v, S[1..0] = o[1..4]) (1.13)
1 Parse der Langé
endend ing

faralleq € Q und1 < ¢ < t. Wiederum definieren wir erganzeng,, o = 1 undayo = 0 flr
alle ¢ # ginit- Wir kénnen die folgend®orwarts-Rekursion fir die Vorwarts-Variable herleiten,
analog zur Herleitung der Viterbi-Rekursion.

an = Z O[q/’g/ . aquq . eq/(a(ﬁ',ﬁ]) (114)

1</ <, e
oderq’ =ginit,¢'=0

Der Vorwarts-Algorithmudbesteht einfach nur aus der Berechnung der Vorwarts-Variablen.

Vorwarts-Algorithmus:
1. Berechne mittelsl(14) iterativ die Vorwarts-Variablen, , in einer Reihenfolge aufsteigender
/s und speichere sie in einer Tabelle.

Die Vorwarts-Variablen kdnnen benutzt werden, um die Wahrscheinlichksit=P o) einer
Emissiono zu berechnen.

Satz 1.5 Seio € ¥* eine Emission der Lange Dann ist

P(S = U) = Z Qq,t * Qg qterm (115)
q9€Q

Beweis:Fir alleq € Q qilt

Qg t - Gg.qem = P(® ist ein Parse der Langeendend ing, S[1..t] = o[1..t])

Also folgt (1.15 durch Anwendung des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit.
O

Die Kenntnis der Wahrscheinlichkeit der Emissioarlaubt uns die Berechnung der a-posteriori-
Wahrscheinlichkeit eines Parsgsnittels folgenden Satzes.

Satz 1.6 (A-posteriori Wahrscheinlichkeit eines ParsesBeioc € X1 eine Emission der Lange
tundseip = ((x1,d1), ..., (zn,dy)) ein Parse der Lange Definierey,, yo, . .. y, € ¥* so, dass
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diese Worter aneinandergehaagtrgebeny ys - - -y, = o, und so dasy;| = d; furi =1,...n
und seixg := ginit, Yo := €. Dann gilt

H?:l Az, _q,2; " Cxiq (yl)) " Gz, gterm

ZQGQ Qq,t * Qg,qgrerm

P(@:msza):(

Beweis:

P®=14¢|S=0)
P(®=4,S=0)
P(S=o0)
P(((Xla Yl)a ) (Xnv Yn)) = ((xla yl)v ) (:L'na yn))) Az grerm
S=o0)
(H:‘L:I Az;_1,2; " Cwiy (yl)) " Ay qterm

ZqGQ Qq,t * Aq,grerm

Hierbei folgt die erste Zeile aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit, die zweite folgt,
da der Parse zusammen mit der Gesamtemission das Erd@bris) bestimmt, und die dritte
Zeile folgt aus {.4) und Satzl..5.

1.3 Paar-Hidden-Markow-Modelle

1.3.1 \Vergleiche genomischer DNA zwischen Arten

Die oben beschriebenen GHMMs finden Gene in einer DNA-Sequenmbei sie als Eingabe

auch nur diese Sequenzhaben. Solch eine Methode der Genvorhersage nennt maraleine
initio-Methode, manchmal aughtrinsischeMethode. Im Gegensatz dazu nennt man Methoden
der Genvorhersage, bei denen au3eoch weitere Eingaben verwendet werdextrinsischeMe-

thoden. Eine der extrinsichen Methoden ist die sogenarartgeichende Genvorhersaddierbei
verwendet man eine zweite DNA-Sequengmanchmal auch mehrere) als zuséatzliche Eingabe.
Dies kann im Vergleich zu ab-initio-Methoden insbesondere von Vorteil sein, wand v ein
orthologesGen-Paar enthalten. Ein orthologes Gen-Paar ist ein Paar von Genen in verschiede-
nen Spezies, die in der Evolution ein gemeinsames Vorfahr-Gen haben. Normalerweise behalten
orthologe Gene die gleiche Funktion wahrend der Evolution.

Im Falle der Spezieslomo sapiensind Mus musculugMaus) sind die Ahnlichkeiten von
Sequenzpaaren, die ein orthologes Gen-Paar enthalten, untersucht weRdénop]. Fir ein
Beispiel siehe Abbildung.9. In den untersuchten Gen-Paaren waren die Anzahl der Exons des
menschlichen Gens und die Anzahl der Exons des Maus-Gens in 95% der Féalle identisch. An
Alignments, die Exons zusammen alignieren, die sich entsprechen, kann man erkennen, dass die
kodierenden Sequenzen eine viel groBere Ahnlichkeit aufweisen als die nicht-kodierenden Se-
guenzen. Die Sequenzidentitat innerhalb der kodierenden Sequenzen i@RMr Q0] mit etwa
85% angegeben und die der nicht-kodierenden mit nur etwa 35%.

Bemerkung: Der Begriff Sequenzidentitat (percent sequence identity) wird sehr oft ohne klare
Definition verwendet, wie zum Beispiel auch iBRM*00Q]. Er bezieht sich auf ein Alignment
von zwei Sequenzen. Darin werden die Spalten gezahlt, in denen beide Sequenzen identisch sind.
Der Begriff héngt aber (unter Umstanden sogar stark) davon ab, womit man normiert. Teilt man
durch die Gesamtzahl der Spalten des Alignments? Oder teilt man durch die Lange der kiirzeren
oder die der lAngeren Sequenz? Es gibt hier keine einheitliche Vorgehensweise in der Literatur.
AuBerdem hangt die Sequenzidentitat noch vom verwendeten Alignment ab. Wenn der Begriff
auftaucht, muss er oft als grobe und leider schwammige Angabe interpretiert werden.
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Die Langen der sich entsprechenden Exons sind in etwa 3 von 4 Féllen identisch. Falls die
Langen verschieden sind, unterscheiden sie sich nur wenig und die Langendifferenz ist fast immer
ein Vielfaches von 3. Dies kann wie folgt erklart werden. Ein Langenunterschied, der nicht Viel-
faches von 3 ist, wirde einen zweien Langenunterschied in folgenden Exons nétig machen, der
den ersten kompensiert so dass der gleiche Leserahmen in sich entsprechenden Exons fur den Rest
des Gens wiederhergestellt wird. Dies ist sehr selten. Die entsprechenden Intronlangen variieren
starker wie auch in Abbildung).9 zu sehen ist. Das mittlere Verhaltnis vom jeweils ldangeren zum
jeweils kuirzeren Intron ist etwa 1.5. Bei Intronpaaren gibt es keine Tendenz zu Langendifferenzen,
die ein Vielfaches von 3 sind.

0 610 1 2I20 1 BI30 2440 3050 SGIGD 42I70 ASIBO 5490

T 1 T 1 1 1
0 610 1220 1830 2440 3050 3660 4270 4880 5490

Abbildung 1.9:Ein paar orthologer Sequenzen. Die oberste bzw. unterste Zeile zeigt ein Gen vom
Menschen bzw. von der Maus. Die Exons sind als Balken dargestellt. Diese Sequenzen wurden mit
dem Programm DIALIGN aligniert. Die Mitte des Schaubilds zeigt die Segmentpaare der beiden
Sequenzen, die sich besonders ahnlich sind.

Diese typische Stuktur der Konserviertheit bei Sequenzendv, die orthologe Gen-Paaren
enthalten, ist hilfreich fur die Genvorhersage. Im folgenden wird ein verallgemeinertest Paar-
Hidden-Markow-Modell (GPHMM) beschrieben, das diese zusétzliche Information ausbeuten
kann, die Gene in beiden Sequenzen vorhersagen kann und gleichzeitig die Sequenzen teilweise
aligniert. Neben diesem GPHMM gibt es noch viele andere Ansétze der vergleichenden Genvor-
hersage.

1.3.2 Definition GPHMM

Ein verallgemeinertes Paar-Hidden-Markow-Modell (GPHMM) ist wiederum eine Verallgemei-
nerung des GHMM aus dem vorigen Abschnitt. Der Unterschied ist, dass in jedem Zmsataind
Sequenzely und Z emittiert werden anstatt nur einer Sequé&nhDiese Sequenzen kénnen wie-

der beliebige und voneinander verschiedene Langen haben. Deshalb heil3t es 'verallgemeinert’
(generalized), bei einem Paar-Hidden-Markow-Modell (PHMM) bestéhamd Z jeweils aus
hdchstens einem Zeichen.

Definition 1.7 (GPHMM) Sei@Q™ wie in (1.1), A wie in (1.2) und seiX eine abzahlbare Menge,
dasEmissionsalphabetVeiter seien die Wahrscheinlichkeitey{c, 7) definiertfiirg € Q*, 0,7 €
¥ *. Ein verallgemeinertes Paar-Hidden Markow Model (GPHMMit Zustandsraund)*, Uber-
gangsmatrix4 und Emissionswahrscheinlichkeitep(c, 7) (¢ € Q*, 0,7 € ¥*) ist eine Folge

(X()u YO7 ZO); (Xlu }/17 Zl)u (XQ)Y27 ZQ)) CIEaE

bei derXy = ginit ist, die FolgeXy, X1, Xo, ... eine homogene Markow-Kette mit Zustandsraum
Q% und Ubergangsmatrix ist und wobeiYy, Y1, ... und Zy, Zy, . . . Folgen von Zufallsvariablen
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mit Werten inX* sind, so das¥j, Zy = < und

e, (Yi,zi) = PYi=vyi, Zi = 21| Xi = x;)
= P(Yi=yi,Z;i = zi| Xo = x0,..., X; = @,
Yo=wo,.--,Yi-1 = yi—1,
Z0 =20,y i1 = Zi—1)

furallei > Oundxg,...,z; € Q" ,yo,...¥i, 20, . ..2; € 2*. Die Emissionswahrscheinlichkeiten
mussem‘?(57 E) =0 (q S Q) undeqmn (87 E)’ e(Jterm(g? E) = 1 erfullen.

Zur Erinnerung:T ist der zuféllige Endzeitpunkt der Markow-Kette. In den Anwendungen
von einem GPHMM ist die versteckte Struktur die Abfolge der Zusté&xXigend die Abfolge der
EmissionslangeheiderEmissioner; und Z;.

Definition 1.8 (Biparse, induzierter Biparse) Seiency, ...,z, € Qunddy,... d,,dj,...,d
0 ganze Zahlen. Der Vektor

(z1,dY,d7), ..., (zn,dY,d2)) (1.16)

ny»-'n
wird ein Biparseder Langer! undr genannt, wend? + - - - +dy, = unddi + - -- + d = r. Er

endetin z,,.
DervonXy, X1, - ,Yy, Y1, -, Zo, Z1, - - - induzierte Bipars@® wird definiert als

Q= ((XlﬁD/l‘a‘Z1’)>"'(XT7|YT‘>|ZTD) (1-17)
Far¢ > 1,r > 1 wird der (¢, r)-gestutztelurch induzierte Biparse definiert durch

oy 1= (X1, M| [24]), ... (X, Y2 [, 1 Z2]))
mit r := max{n | |Y1| + -+ |Yo| < 4|21+ + | Z0] < 7,20 # Glerm}

Analog zum GHMM st in der Anwendung des GPHMM der Biparse unbekannt. Sei der
StringU die Verkettung der Strings;, Yo, . .., Y und sei der Strindy” die Verkettung der Strings
Z1,Zs, ..., Z7. Beobachtet werden kénnen ridrund V', der Biparsed ist unbekannt, d.h. man
weiss nicht, an welchen Stellen der Stririgsind V' Ubergange stattfindeil, V und ® zusam-
men bestimmen wiederrum eindeutig den Ausgékig, Yo, Zo), (X1, Y1, Z1), . .. des Zufallsex-
periments.

Beispiel:
Xo = ginit | X1 Xo X3 X4 = qterm
Yo=¢ Yy =aatg| Yo=¢ | Y3=cctc | Yy=¢ U = aatgcctc
Zy=¢€ Zy1=acqg | Zo =t | Z3=ccgc| Zy =« V = acgttccge

O = ((X1,4,3),(X2,0,2), (X3,4,4)), Pss = ((X1,4,3),(X2,0,2)), g4 = ((X1,4,3)).

1.3.3 Viterbi-Algorithmus

Es sind zwei Sequenzenv € X* gegeben. Bei der Genvorhersage sind dies die nicht-alignierten
Sequenzen zweier Spezies, die orthologe Gene enthalten. Wir suchen den unbekannten Biparse.
Dieser wird dann eine Genstruktur auf beiden Sequenzen definieren. Der wahrscheinlichste Bi-
parse, gegeben die beobachteten Sequenzan v lasst sich wieder mit einer Erweiterung des
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Viterbi-Algorithmus berechnen. Wir nennen einen wahrscheinlichsten Bipgrswieder einen
Viterbi-Biparse:

Uit € argmax P®=v¢|U=uV =vu). (1.18)
1) Biparse der Ldngen
|u| und|v|
Die Berechnung kann analog zum Viterbi-Algorithmus fir GHMMs geschehen. In diesem Fall
braucht man jedoch eine Viterbi-Variable fur jeden Zustapate Positiorf in der Sequenz und
jede Positiorr in der Sequenz.
Die Viterbi-Variablensind hier

Yl = ~max  P(®y, =y, ULl =u[l.4],V[l.r] =v[l..r]). (1.19)
7 1) Biparse der Langen ’
£Zundr
endend iny

firge @,1 < ¢ <|ulundl < r < |v|. Zusétzlich setzen wir wiedeg,,, 0.0 = 1 damit es unten
Ubersichtlicher wird. Die Rekursion flr die Viterbi-Variablen kann analog hergeleitet werden. Es

gilt

gl = 121[‘(/1;([ Vo 0+ g g eq(u(l ], u(r"r]). (1.20)
1<r'<r
(' ") #(lr)
7'€qQ
oderq’ =ginit,¢'=r’'=0
Die Falle?’ = ¢ undr’ = r sind erlaubt weil beim GPHMM emittierte Strings die Lange 0
haben durfen (der leere StriaQ Es ist allerdings nicht erlaubt (wegep(e,c) = 0 fiir ¢ € Q),
dass in einem Zustand beide Strings die Lange O haben. Deshalb ist dé¢' FaJl = (¢, )
ausgeschlossen. Der Viterbi-Algorithmus besteht wieder daraus, die Tabelle der Viterbi-Variablen
zu berechnen und durch Backtracing durch die Tabelle einen Viterbi-Pfad zu bestimmen. Der
Speicherbedarf igD(|Q||u||v|) und im allgemeinen Fall ist der Zeitbeda&{|Q||u|?|v|?), wenn
die Emissionswkeiten inl(20 in konstanter Zeit bestimmt werden kdnnen. Kann die Lange der
Emissionen durch eine Konstart@ach oben beschréankt werden, ist die LaufediQ||u||v|d?).
Dies ist etwa beim PHMM der Fall; dort ist = 1. Allerdings verbietet sich fur viele prakti-
sche Anwendungen eine Laufzeit, die proportional zum Produkt der beiden Sequenzlangen ist.
Aus diesem Grund beschranken sich einige Implementationen auf die Berechnumg, ydiir
bestimmte Bereiche von Paarghr), die vorher ermittelt wurden (ungeféhres Alignment, appro-
ximate alignment).

1.3.4 Beispiel: GPHMM fir vergleichende Genvorhersage

Das Konzept eines GPHMMs fir die Genvorhersage wurde in jungster Vergangenheit mehrfach
implementiert: DOUBLESCAN (2002), SLAM (2003), TWAIN. Abbilduriy10 zeigt den Zu-
standsgraphen eines einfachen, theoretischen GPHMMs fir eukaryotische Gene. Die Emissions-
wahrscheinlichkeiter, (o, 7) missen so definiert werden, dass sie relativ grof3 nur fur solche
Sequenzpaare, 7 sind, die bei orthologen Sequenzpaaren haufig einander entsprechen. Etwa
flr ¢ =Kodons konnte mam, (o, 7) so wahlen, dass,(c,7) = 0 ist, wenno und 7 eine zu

stark voneinander abweichende Lange haben. Weiter sollte berticksichtigt werden, dass im Zu-
standq =Kodons die Sequenzenundr sich typischerweise ahnlicher sind als in einem Zustand

g € {IntronQ,Intronl Intron2 IR}. In ¢ =Kodons kommt in keiner der beiden emittierten Se-
guenzen ein Stoppkodon im Leserahmen vor. Das in Figl@beschriebene GPHMM dient nur
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zur Erlauterung des Konzepts. In praktischen GPHMMs modelliert man nicht-kodierende Zustén-
de aus Effizienzgriinden mit Zustanden, die Seqgenzpaare emittieren, die nur aus 1 oder 0 Zeichen
bestehen, und in die eine Selbstschleife fiihrt.

ag ady2y3 agys
ag agz223 agzs

AD-e
é’
D&

i

Start- Stopp
kodon kodon

;
)

Abbildung 1.10.GPHMM fiur Eukaryoten. In jedem Zustand werden zwei Sequenzen emittiert. In

IR (intergenic region) werden zwei zwischengenische Regionen variabler Lange emittiert. Im Zu-
stand Startkodon/Stoppkodon werden zwei Startkodons bzw. Stoppkodons emittiert. Im Zustand
Kodons werden zwei Sequenzen mit jeweils einer ganzen Anzahl Kodons emittiert. Die beiden
Langen sind hier also Vielfaches von 3, brauchen aber nicht gleich sein. In den drei Intronzustan-
den IntronO, Intron1 und Intron2 werden jeweils zwei Intronsequenzen emittiert, exklusive zwei
kleiner Stiicke an den Randern des Introns, die in den Splice-Site-Zustanden emittiert werden. Die
Splice-Site-Zustande emittieren jeweils den Donor-Splice-Site-Konsensus gt oder den Acceptor-
Splice-Site-Konsensus ag und weitere 0-2 Basen, je nachdem an welcher Stelle im Leserahmen
das Intron das Exon unterbricht.

1.4 Spliced Alignment

1.4.1 Netzwerke und Sequenzen ausrichten - Network Alignment
Ahnlickeit zweier Worter

Zur Erinnerung und zur Einfihrung der Notation beschreibe ich hier das Problem der globalen
Ahnlichkeit von zwei Wértern. Es ist das sogenannte Needleman-Wunsch-Probled. égei
Alphabet und seiel$, ' € X1 zwei Worter. Selx’ = ¥ U {—} das um das Gap-Zeicher”
erweiterte Alphabet. Und sei fur jeweils zwei Buchstaben € X/ ein reeller oder ganzzahliger
scores(z, y) definiert. Ein Alignment4 von S mit 7 ist ein Paar von Worters’ und7”, so dass

S’ ausS bzw T" ausT durch Einfligen einer beliebigen Anzahl von Gap-Zeichen an beliebigen
Stellen entstanden ist und so d&$sind7” die gleiche Langé haben. Dann ist der Wert (Score)
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des AlignmentsA definiert alss(A) = ¢, s(S'[i], T'[i]). Die Ahnlichkeit vonS und 7" ist
definiert als
s(S,T) =

=  max - s(A

A Alignment vonS mit T’
Damit das Maximum Uberhaupt definiert ist, wollen wir verlangen, déass—), s(—,z) < 0 fur
allex € ¥

Beispiel: X = {A,C,G, T}, s(z,x) = 1furz € ¥, s(z,y) = 0flrz,y € X undx # y.

Einflgungskosten (insert costs)—,z) = —1, Loschkosten (delete costsjz, —) = —1 fir
A T
reX.S=AGCTC,T = ACGC, A = A G g G g ist ein Alignment mit maximalem

Score. Alsos(5,T) =s(A) =1+ (-1)+14+0+1=2

In obigem Scoring-Schema werden die Gapkostetiirasir bezeichnet, weil die Gesamtko-
sten fir ein Gap proportional zu seiner Lange sind. Ein optimales Aligment kann mittels dynami-
schen Programmierens berechnet werden. Der Algorithmus ist bekannt und wird hier nicht bespro-
chen. Das Problem ist aber ein ein Spezialfall des sogenannten 'Network Aligment’-Problems, das
unten gelost wird.

Das 'Network Aligment’-Problem

Ein Netzwerkist ein gerichteter azyklischer Graph (haufig DAG=directed acyclic gréphjit

einem ausgezeichneten Startknoten Start und einem ausgezeichneten Endknoten Ende, bei dem
jede Kante mit einem Buchstaben beschriftet ist. Wir nehmen an, dass jeder Knoten durch einen
Pfad inG von Start aus erreichbar ist und dass der Endknoten von jedem anderen Knoten durch
einen Pfad inG erreichbar ist.

3
G C
Start Ende
\ T G
A
A
S —
1 C 2

Abbildung 1.11Beispiel eines Netzwerks.

Jeder Pfad von Start nach Endedrbuchstabiert ein Wort: Das Wort der Beschriftungen der
Kanten entlang des Pfades. Wir sagen, das \gbiin G. In obigem Beispiel sind die Worter
GC,ACA,ATC und ACGC inGG. Wir betrachten im Folgenden nur Pfade, die in Start anfangen.
Das’Network-Alignment’-Problem ist:

Flr ein WortS der Langen und ein gegebenes Netzwetk finde ein WortS” in G mit ma-
ximaler Ahnlichkeit zuS unter allen Wértern infy. Finde ausserdem diese maximale Ahnlichkeit
und einen Pfad von Start nach Endeidnder S’ buchstabiert.

Das Problem kann wie folgt gelost werden. Gei= (V, E). Also V ist die Menge der Knoten
in G und E die Menge der Kanten. Fur eine Kantec E sei/(e) der Buchstabe, mit dem
e beschriftet (gkabeled) ist. Sei jetzt ein Wot® der Langen gegeben. Um das Problem mit
dynamischem Programmieren zu lésen, definieren wio firi < n undv € V

A(v,i) := maximale Ahnlichkeit vom Prafi$|[1..i] zu einem Wort, das
von einem Pfad ir7 buchstabiert wird, der in Knotemendet.
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Die gesuchte maximale Ahnlichkeit vafzu einem Wort inGG' ist dannA(n, Ende. Fir die
A(v, 1) qiltfur 0 < i < n,v € V die folgende Rekursion:

A(v,i) = max{ max A(u,i— 1) + s(S[i], ¢(e)),

e=(u,v)eE
e:gl,%}S(GE A(u> Z) + 3(_7 E(e))7
Av,i—1) +s(S[i],-)} (1.21)

Beweis: Seienn > 0 undv € V. Sei¢ = (vy...,v,) Mitu := v,_1,v = v, Unde = (u,v)

ein Pfad inG von Start nachy, der ein WortT” groter Ahnlichkeit zuS[1..7] buchstabiert. Es gibt
drei Falle fur die letzte Spalte im optimalen Alignment \®ji..:] mit 7. (Wenn ein solcher Pfad
nicht existiert, isty der Startknoten und nur der letzte der 3 Félle ist mdglich.)

Erster Fall - MatchS|[:] wird zusammen mit dem letzten Buchstaben ¥gmlso mit/(e), ausge-
richtet. Der Score fur diese letzte Spaltesist[i], £(e)). Dann war der um einen Schritt verkirzte,
in w endende Pfag’ = (vy,...,v,_1) ein Pfad, der das Wort groRter Ahnlichkeit £{i..i — 1]
buchstabierte unter allen Pfaden, diesinden. Diese groRRte Ahnlichkeit ist also nach Definition
A(u,1—1). EsgiltalsoA(v,i) = A(u,i—1)+s(S[i],(e)). Weil ¢ optimal war, sind alle anderen
Pfade héchstens so gut und es dilty, i) = max,_(, g A(u,i — 1) + s(S[i], l(e)).

Zweiter Fall - Insert. =" wird zusammen mit dem letzten Buchstaben®palso mit/(e), ausge-
richtet. Der um einen Schritt verkirzte, inendende Pfad’ = (vy,...,v,—1) ist ein Pfad, der
das Wort gréRter Ahnlichkeit z§[1..i] buchstabierte unter allen Pfaden, dieuienden. Es gilt
alsoA(v,i) = A(u,i— 1)+ s(—,(e)). Weil ¢ optimal war, sind alle anderen Pfade hochstens so
gut und es giltA(v,i) = max._(yv)er A(u, i — 1) + s(—,1(e)).

Dritter Fall - Delete.S[:] wird zusammen mit- ausgerichtet. Dann war der Pfadbereits der
optimale Pfad, der ein Wort maximaler Ahnlichkeit 5{il..i — 1] buchstabiert und in endet.
Diese maximale Ahnlichkeit isti(v,i — 1). Also ist A(v,i) = A(v,i — 1) + s(S[i], —). Da das
Alignment vonS[1..:] mit T optimal war, mufA (v, 7) gleich dem Maximum der sich aus den drei
Mdoglichkeiten ergebended(v, i)’s sein.

Wenn die Knoten irl/ topologisch sortiert (wenn vom nachv ein Pfad fuihrt, kommt vor v in

der Sortierung) sind in Richtung von Start nach Ende, kann die Tabellé(@ef) mit wachsen-
demi und der Sortierung der Knotengemalf schrittweise gefillt werden. Fur die Tabelle, die
dem obigen Beispielgraphen und dem Wert: AGCTC entspricht, siehg&. 1

Die fur die dynamische Programmierung nétigen Anfangsfalle sii8tart 0) = 0, A(Start 7)
ist fur i > 0 die Ahnlichkeit vonS[1..i] mit dem leeren Wort, also die Kosten fiir das Léschen
der erstent Zeichen vonS. A(v, 0) kann mit der Rekursionl (v, 0) = max,._(, er A(u,0) +
s(—, £(e)) bestimmt werden. Ein Algorithmus der das Problem I6st, besteht also aus den Schritten.
Sortiere zuerst die Knoten topologisch (geht in Z&{tE|)), fille dann die erste Zeile und Spalte
in der Matrix (A(v,4)) und berechne dann die Rekursib21in geeigneter Reihenfolge.

Satz: Das Netzwerk-Alignment Problem fiir eine Eingabesequg&nmd ein Netzwerk mit
Kantenmengé kann inO(|S| - | E|) gelost werden.

Bemerkung: In einer spateren Anwendung wird es sinnvoll sein, Netzwerke zu definieren, bei
denen manche Kanterchtmit einem Buchstaben beschriftet sind. Wir nennen diese Katitken
Kanten Das von einem Pfad buchstabierte Wort ist dann die Verkettung der Buchstaben entlang
der nicht-stillen Kanten des Pfades. Obiger Algorithmus funktioniert auch in diesem Fall, wenn
man die stillen Kanten mit dem Gap-Zeichen ’-’ beschriftet wgd, —) = 0 definiert.
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A(v, 1) 0 1 2 3 4 5
Start 0 -1 -2 -3 -4 -5

AGCTC

1) -1 1 o -1 -2 -3 = A-CGC
v 2| -2 0 1 1 0 -1
3| -1 0 1 1 1 0
Ende | -2 -1 0 2 1 2

Tabelle 1.1:Matrix des dynamischen Programmierens mittels Rekursi@i Die Ahnlichkeit
wurde gemessen mit dem Scoring-Schema aus dem Beispiel im Abschnitt Giber die Ahnlichkeit
zweier Worter: Match: +1, Mitmatch: 0, Insert/Delete: -1. Die Eintrage entlang des Backtracing-
Pfades der Pfeile haben jeweils das Maximum bestimmt. Das $¥ett ACGC ist das Wort in?

mit der groRten Ahnlichkeit z$ = AGCTC. S’ und das optimale Alignment rechts ergeben

sich aus dem Backtracing.

1.4.2 Spliced Alignment mittels Network Alignment

Das Spliced-Alignment-Problem entsteht typischerweise in den beiden folgenden Anwendungen,
in denen man in einer DNA-Sequenz ein Gen mit moglicherweise mehreren Exons vorhersagen
will. In der einen Anwendung haben wir bereits die Aminosaureseqiigmar sagen auch 'Pro-
teinssequenz’ fur '’Aminosauresequenz’) eines verwandten Proteins zur Verfigung. Wir gehen da-
von aus, dass sich die unbekannte Proteinssequenz und die gegebene Fedundich sind. Aber
EinflUgungen, Loschungen und Ersetzungen kdnnen vorkommen. Diese Problemstellung entsteht
etwa, wenn man ein Proteifi von einer verwandten Spezies gefunden hat, das dem Protein ent-
spricht, das vom unbekannten Gen kodiert wird. Dieses Zielpr@teinr Eingabesequenz kann

man z.B. mit einer schnellen Datenbanksuche (BLAST) in einer Proteindatenbank finden, wenn
ein solches Uberhaupt existiert. In der anderen Anwendung hat man eine Datenbank mit sogenann-
ten “expressed sequence tags” (ESTS). Diese sind einfach abgelesene, im Durchschnitt ca. 500 bp
lange zufallige Sticke von cDNAs (cDNA: Kopie von mRNA). Die meisten Genomprojekte bein-
halten auch das Sequenzieren einer grof3en Anzahl von ESTs, die allerdings von relativ geringer
Qualitat sind. Ein Spliced Alignment das ESTs verwendet, kann helfen, einen Teil des Gens zu
rekonstruieren.

Zunachst wird das Problem d&gpliced Alignmentformal eingefiihrt, dann beschrieben, wie
obiges Genvorhersage-Problem als Spliced-Alignment-Problem formuliert werden kann. Und zu-
letzt gezeigt, dass das Problem als Network-Alignment-Problem formuliert werden kann.

SeiS = s1---s, €in Wort und seienB = s;---s; und B' = sy ---s; Teilworter von
S. Wir schreibenB < B’, wennj < 4/, also wennB endet bevorB’ anfangt. Eine Folge
I' = (Bi,...,B,) von Teilwbrtern von S ist ein&etteg wennB; < By < --- < B,. Wir
bezeichnen mit™* die Verkettung €ngl. concatenation)3; B; - - - B, der Teilwdrter vonl'. Fur
zwei WorterS undT seis(S,T") der Score des optimalen Alignments v8mit 7.

Spliced-Alignment-Problem: Sei S = s; --- s, ein Wort (genomische Sequenz) uhd=
t1-- -ty €in Wort (Zielsequenz) uné# = {Bs,..., By} eine Menge von Teilwortern vos,
Blockegenannt. Das Spliced-Alignment-Problem ist das Problem, eine Ketia Blécken zu fin-
den, so dass der Scosd™*, T') des optimalen Alignments zwischen der Verkettung dieser Blocke
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verwandte Protein— oder cONA-Sequenz

— — ; B
DNA sequenz mit unbekanntem Gen

Abbildung 1.12:Beispiel fur Spliced Alignment. Wenn die die oben angegebene Zielsequenz
eine cDNA-Sequenz ist, ist die Verkettung der unbekannten Exonsequenzen ahfilidmztalle

einer Protein-Zielsequenz ist die Verkettung der in Proteinsequenzen Ubersetzten Exons &hnlich zu
T.

und der Zielsequenz maximal unter allen Ketten Aust.

In der konkreten Anwendung, in der eine EST-Zielsequenz gegeben Steise Menge von
Exonkandidaten, die moéglichst alle wahren Exons enthélt. Im einfachsten Fall ist dies die Men-
ge aller Teilworter, die gewisse minimale Zusatzvoraussetzungen erfiillen. Am linken Ende des
Teilwortes mul3 eine Acceptor Splice Site oder der Translationsstart und am rechten Ende des
Teilworts muf3 eine Donor Splice Site oder das Translationsende mdglich sein kénnen. In minde-
stens einem der moglichen Leserahmen darf kein Stopp-Kodon enthalten sein. Wenn man etwa
speziell fordert, dass der Block mit atg beginnt, oder direkt auf das Dinukleotid ag (Minimalkon-
sensus einer Acceptor SS) folgt und mit einem Stopp-Kodon endet oder direkt vom Dinukleotid
gt (Minimalkonsensus einer Donor SS) gefolgt wird, ist die durchschnittliche Anzahl der Exon-
Kandidaten, als¢3|, etwa so grof3 wie die Anzahl von Basenin|B| ~ |S|. (Das ist zuféllig
s0.). Wenn die Zielsequenz eine Proteinsequenz ist, konnen fir die Blécke die in allen mdglichen
Leserahmen in Aminosauresequenzen tbersetzten Exonkandidaten genommen werden. Dann sind
die Blocke zwar formal nicht mehr Teilsequenzen einer einzelnen Sedluaber die unten be-
schriebene Methode funktioniert trotzdem, da auch in diesem Fall eine Halbordruagf' 5
gegeben ist. Fur die Score-Funktienvird dann sinnvollerweise eine Protein-Scoringmatrix be-
nutzt. Die Gap-Kosten sind wie oben beschrieben linear und symmetrisch bezuglich Inserts and
Deletes. Die hier beschriebene Methode ist &i8P9§ und implementiert im Programm PRO-
CRUSTES. Dort wird um die Laufzeit zu reduzieren, die Menge aller Exonkandidaten zusatzlich
gefiltert. B enthalt dann nur solche Exonkandidaten, die eine relativ typische Splice-Site Umge-
bung und Exonsequenz-Zusammensetzung haben.

Das Spliced-Alignment-Problem kann wie folgt als Network-Alignment-Problem aufgefasst
werden. Die Mengd8 = { B4y, ..., By} von Blocken definiert das Netzwelk = (V, E) wie
folgt. (Vergleiche Abbildundl.13. Fur jeden BlockB = b1bs - - - by, ausB werden den Buch-
staben entsprechende Knotans . . . v, eingefiihrt, Kanten gibt es jeweils zwischegnundv; 1
(¢ =1,...,k —1). Vom letzten Knoterv; eines Blockes fuhren Kanten zum Knoten Ende und
jeweils zumerstenKnoten aller derjenigen Block®&’, die komplett nachB kommen:B < B’.

Vom Knoten Start fihren Kanten zum ersten Knoten jedes Blockes. Die Kanten werden jeweils
beschriftet mit dem Buchstaben, der dem Knoten entspricht, aus dem die Kante kommt. Die Kan-
ten aus dem Start-Knoten sind stille Kanten. Dann buchstabieren die Pfade von Start zu Ende
alle mdglichen Wortet™, die aus Ketterd” von Blocken gebildet werden kénnen. Die Losung

des Netzwerk-Alignment-Problems véhundT liefert also die Losung zum Spliced-Alignment-
Problem.
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ATGCTAGCTACATCG

B, =TGC —

By =CTAGCT

B; =TAC -

B, =CG -

Start

Abbildung 1.13:Beispiel eines Netzwerk& fiur Spliced AlignmentB = { By, By, B3, B4} ist
die Menge der Blocke.

Sei LangéB;) die Lange von Blocki, alsoc = Zle Langd B;) die Gesamtlange aller
Blocke. Die bendétigte Zeit fiir das Netzwerk-Alignment Problem mit Netzw@rlst O(|7T'| -
|E|) = O(|T| - (c + b%)), da die Anzahl der Kanten innerhalb der Blocke hochsteiss und
die Anzahl der Kanten zwischen den Blocken hichstén®ei langen Sequenze$ verbietet
sich diese Vorgehensweise, weitypischerweise proportional zur Sequenzlange $omachst.
Folgender Trick ermdglicht es, eine Laufzeit lineabiau erreichen. Der ehrgeizige Leser sollte
zunachst selber dartiber nachdenken bevor er weiterliest.

Wir fugen fur jeden Block zusatzlich hdchstens zwei Knoten ein, aus denen nur stille Kanten
kommen. Wir machen dies mit dem Ziel, die Anzahl der Kanten zu verringern. Hierbei nutzen
wir aus, dass ity die Ubergange zwischen den Blocken eine spezielle Struktur haben. Namlich,
wenn BlockB; < B und By < Bs, dann ist auchB; < Bs. Fir einen BlockB = s;---s;
seien vofB) = i — 1 und endB) = j die Vorganger- und Endpositionen des Blocks. Bek
{vor(B) | B € B}U{end B) | B € B} die Menge aller Vorgéanger- und Endpositionen. Wir figen
fur jede solcher Positionenc L einen “Hilfsknotenv, zu V" hinzu. Ista die Vorgangerposition
von Block B, dann fligen wir eine stille Kante van, zum ersten Knoten i hinzu. Ista die
Endposition von BlockB, dann fugen wir anstelle aller derjenigen Kanten, die den letzten Knoten
ausB verlasseneineKante mit derselben Beschriftung zum Knotgphinzu. Aus jedem Knoten
v, gibt es noch eine stille Kante in den néchsten Hilfsknoten, al$g mit b = min{c € L|c >
a}. Gibt es keinen nachsten Hilfsknoten fugen wir eine Kante in den Knoten Ende hinzu. Vom
Knoten Start geht eine Kante in den ersten Hilfsknatgmit ¢« = min L. Das daraus entstehende
Netzwerk heiss€&’ = (V’, E'). Fir das Beispiel siehe Abbildurigl4

Die Anzahl der KantenE’| im NetzwerkG’ ist jetzt O(c), da fur jeden Block hochstens 3
neue Kanten hinzukommen ustl = O(c) ist.

Satz: Das Spliced-Alignment-Problem fir eine Zielsequ&hand BldckenBy, .. ., B, kann
in Zeit O(|T| - ¢) geldst werden. Dabei ist= Z?:l Lang€ B;).
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Start e « Ende

Abbildung 1.14:Optimiertes Netzwerk:’ fir Spliced Alignment. Die asymptotische Anzahl von
Kanten ist reduziert.

1.5 Genvorhersage durch Finden bester Exonketten

1.5.1 Das eindimensionale Chaining-Problem

SeiS = s182--- s, €in Wort und sel3 = {By, ..., B,} eine Menge von Teilwdrtern (Blocken)
von S, denen jeweils eine Zahl, iWWert zugeordnet ist. Sei(j) der Wert von BlockB;. Eine
Kettel' = (By, ..., By, ist wie im vorigen Kapitel eine sortierte Folge von nicht-tberlappenden

Blocken auds. Der Wert einer Kette ist diSummaeler Werte der Blécke der Kette. Das eindimen-
sionaleChaining-Problem ist das Problem eine Kette mit maximalem Wert zu finden. Es ist sehr
verwandt mit einem Problem, aus einer Menge von bewerteten Exonkandidaten, eine moglichst
gute Genstruktur zusammenzusetzten. Auf dieses Problem geht der nachste Abschnitt ein.

Ein Algorithmus zur Lésung des Chaining-Problems:
Fur einen BlockB; = s, - - - s, sei{(j) := a die Anfangsposition von BloclB; und seir(j) :=
b die Endposition. SeP = (P[1], P[2],..., P[m]) ein aufsteigend sortiertes Array mit allen
Anfangs- und Endpositionen der Blécke fh P hat alsom < 2r Elemente. Der Algorithmus
berechnet fur jeden Block; einen WertV;. Dieser ist der Wert der besten Kette, die mit Block
Bj endet.

Algorithmus 2 (Chaining-Algorithmus)

0 Berechne das Arra¥.

1 M~—0

2 Fari =1..m

3 Fur jedeg mit £(j) = P[i] setzeV (j) «— v(j) + M
4

5

SetzeM < max{M, max V(j)}
{dlr()=Pl]}
GebelM als Wert der besten Kette aus.

Abbildung1.15zeigt ein Beispiel fir das Chaining Problem. Die Kette selbst, kann gefunden
werden, wenn fir jeden Block zusatzlich zu/ () der Vorgangerblock in der besten Kette die
mit ;7 endet, gespeichert wird.

Beweis der Korrektheit: Wir machen eine Induktion tber die Schleifendurchlaufe in Zeile 2.
Die Induktionsbehauptungen sind:
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v=1,V=1
v=2,V=2

v=2,V=3
v=2,V=3

v=3,V=5

v=2,V=5

Y

Abbildung 1.15Beispiel fur den Verlauf des Chaining-Algorithmus. Die Blocke haben den Wert
v. V ist der Wert der besten Kette, die mit dem Block endet. Die Werteonerden jeweils an
den Endpositionen von Blocken geé&ndert.

1. Nach jedem Schleifendurchlauf it(j) der Wert der besten Kette die mit Blogkendet,
far alle j mit ¢(j) < PJi] .

2. Nach jedem Schleifendurchlauf i81 der Wert der besten Kette, die bis hdchstens zur Po-
sition P[i] geht.

Induktionsanfang: trivial.

Induktionsschritti — 1 — ¢. Wir zeigen zunachst 1. Nach Induktionsvoraussetzundy/istvenn
Zeile 3 fur eini ausgefiihrt wird, der Wert der besten Kette, die bis hdchstens zur PaBjtion

1] < PJi] geht. Der Wert der besten Kette, die mit einem Blgckndet, der in Positiod|[i]
anfangt ist alsa\/ + v(j).

Jetzt zeigen wir 2. Séi = Bj, ... B;, die beste Kette, die bis hochstens zur Posifiil geht und
seiV ihr Wert. Wennr(j4) = P[i] ist, endet die beste Kette mit einem Blogk= j; in Position
P[i]. Da der Block mindestens Lange 1 hat,dgt) < P[] und nach Induktionsvoraussetzung ist
V' (j) der Wert der besten Kette die mit Blogkendet, die gleichzeitig sogar die beste Kette ist,
die bis héchstens zur Positid?[:] geht. AlsoV (j) = V. In Zeile 4 wird M also aufV (j)) =V
gesetzt, weil kein Element, aus dem das Maximum gebildet wird, gro3er sein kavin\adksnn
r(ja) < P[i] ist, warl bereits die beste Kette, die bis hochstens zur Positien- 1] geht. Nach
Induktionsvoraussetzung ist dieser Wert der Wert ¥érnvor demi-ten Schleifendurchlaufl/
wird in Zeile 3 nicht gedndert, weil nach Annahme keinesdéf) aus der Maximumsbildung
groRer als dad/ vor dem Schleifendurchlauf sein kann.

Laufzeit: Effizienterweise speichert man gleich beim Anlegen der Uidig jeden Eintrag
auch die Listen der Blocke, die dort beginnen oder enden. Da diese Listen zusammen alle Blécke
genau zweimal enthalten, ist der Gesamtaufwand fir die Zeilen 0®is ¥ Die Laufzeit des Al-
gorithmus wird dominiert von der Laufzeit, die fir das Sortieren &drendtigt wird:O(r log r).

Satz: Das eindimensionale Chaining-Problem kann mit obigem Algorithmus inZeitog r)
gelost werden.
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1.5.2 Ein Modell fir kodierende Sequenzen

Bei verschiedenen Genvorhersage-Methoden stellt sich haufig als Teilproblem die Frage, ob ein
gegebenes Stiick DNA-Sequenkodierend ist oder nicht. Kodierend sind die Teile der Sequenz,

die spater Ubersetzt werden, also die Exons. Oder allgemeiner stellt sich eine Frage wie: Wie
wahrscheinlich ist es, dagskodierend ist? Dies wird in der Praxis haufig dadurch geldst, dass
man der Sequenz eine Zahl (eine Wahrscheinlichkeit oder einen Score) zuordnet, die umso
groler ist, je 'wahrscheinlicher’ es ist, dagskodierend ist. Dabei basiert die Zuordnung der
Zahl zur Sequenz auf einem Model fUr kodierende Sequenzen, das versucht, das zu modellieren,
was fir kodierende Sequenzen typisch ist. Die ersten drei Spalten folgender Tabelle zeigen, wie
haufig jedes der 4 Nukleotide an jeder der drei mdglichen Leserahmenpositionen in kodierenden
Sequenzen vorkommt.

kodierende Sequenzen nichtkod. Seq.

f=0 f=1 f=2|alef

a| 0.248 0.291 0.146 0.229 0.26
c| 0.264 0.243 0.35]1 0.286 0.24
g| 0321 0.201 0.317 0.278 0.24
t | 0166 0.265 0.19Q 0.207 0.26

Tabelle 1.2:Nukleotidhaufigkeiten. Erste drei Spalten: Die Leserahmenpositignen0, f =

1, f = 2: erste, zweite oder dritte Position im Kodon. Vierte Spalte: Haufigkeit in kodierenden
Sequenzen ohne Berlcksichtigung des Leserahmens. Finfte Spalte: Haufigkeit in Introns und der
intergenischen Region. (Daten von menschlichen Genen.)

Es fallt auf, dass der Unterschied in der Basenzusammensetzung zwischen kodierenden und
nicht-kodierenden Sequenzen geringer ist als der Unterschied in den verschiedenen Leserahmen-
positionen innerhalb der kodierenden Sequenzen. Ein gutes Modell sollte dies also auch bertick-
sichtigen. Zu den erfolgreichsten Modellen fir kodierende Sequenzen gehdren sogenannte 3-
periodische Markow-Ketten hoherer (4. oder 5.) Ordnéngie berlcksichtigen sowohl, dass
die Haufigkeit der Nukleotide vom Leserahmen abhé&ngt als auch die Haufigkeit von Mustern der
Lange hochstens + 1 (z.B. beik = 2: Wie haufig kommt das Dinukleotid 'at’ vor? wie h&ufig
kommt das Kodon 'cga’ vor?) In einer 3-periodischen Markow-Kette der Ordiuwsigd der Se-
quenzo = o7 . ..o, folgende Wahrscheinlichkeit zugeordnet, wenn man annimmt, dass die erste
Position vorns in Leserahmenpositiofi € {0, 1,2} ist.

n
P(oy...on) = pglor,...,0%) - H i) (0iloiky Oikr1y -5 0im1)-

i=k+1
Dabei ist
e ps(oy,...,0r) irgendeine Startwahrscheinlichkeit fir die erstefeichen voro.
e f(i) € {0,1,2} so,dasy — 1 +i = f(i) mod 3 ist die Leserahmenposition an deten
Stelle
e p.(z|y1,...,yx) istdie Wahrscheinlichkeit, das Nukleotican der Leserahmenpositiore

{0,1,2} zu beobachten, wenn der Nukleotidstring . . ., yx in Leserichtung unmittelbar
vorangegangen ist.
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Beispiel: Wir suchen die Wahrscheinlichkeit des Strings "attctgc’, wenn folgender Leserahmen
unterstellt ist: "attc|tgc’. Alsg’ = 2. Es ist

Py(attctgg = pa(at) - pa(tjat) - pa(cltt) - po(tfte) - pi(glct) - pa(citg).

Die Wahrscheinlichkeitep, (x|y1, . .., yx) undp¢ (o1, ..., o) mussen dafiir vorher geeignet ge-
schatzt werden unter Zuhilfenahme von bekannten kodierenden Sequenzen.

1.5.3 Exons verketten

Ein hierarchischer Ansatz zur eukaryotischen Genvorhersage, wie er etwa im Programm GENEID
[PEGO0Q Anwendung findet, ist folgender.

Im ersten Schritt werde8ignalegesucht. Mogliche Startpositionen sind die Acceptor Splice
Site und der Translationsstart, mégliche Endpositionen sind die Donor Splice Site und das Trans-
lationsende. Alle mdglichen Start- und Endpositionen von Exons werden bewertet. Ihr Score ist
eine reelle Zahl, die umso groRer ist, je wahrscheinlicher (in einem informellen Sinne) es ist, dass
die Stelle tatsachlich ein Translationsstart bzw. eine Acceptor Splice Site, ... ist.

Im zweiten Schritt werden mit Hilfe dieser Signalpositionen und ihrer Bewertungen Exon-
kandidaten gefunden und bewertet. Ein Exonkandidat ist ein Paar Start-/Endposition zusammen
mit der Information, in welcher Leserahmenposition das Exon beginnt. Hierbei werden nur solche
Exonkandidaten betrachtet, die kein Stopkodon in ihrem Leserahmen enthalten. Auch hier wird
die Exonsequenz selbst bewertet, danach wie wahrscheinlich es ist, dass sie tatsachlich kodierend
ist (mit obiger 3-periodischer Markowkette). Der Score eines Exons ist die Summe der Scores der
beiden Signale am Anfang und Ende und dem Score der Exonsequenz. AuBBisiteso eine
Menge von Exonkandidaten fur eine Beispielsequenz.

Im dritten Schritt werden aus den Exonkandidaten Gene zusammengesetzt. Dieser Schritt wird
exon assemblgenannt. Dabei wird berlicksichtigt, dass jedes Gen (auf dem Vorwartsstrang) mit
einem Translationsstart beginnt, mit einem Translationsende aufhért, und bei jedem Intron das
Exon rechts davon mit der Leserahmenposition anfangt, die im Exon links vom Intron als néchstes
gekommen ware, wenn es nicht durch das Intron unterbrochen wirde. Es wird eine in diesem Sinne
konsistente Kette von Exons gesucht, deren Werte maximale Summe haben.

Das charakteristische dieses Ansatzes ist, dass jeder Schritt aus dem vorigen Schritt nur die Be-
wertungen braucht. Wenn etwa die die Signalpositionen oder Exonkandidaten zusétzlich gefiltert
werden, beschleunigt das die nachfolgenden Schritte. In diesem Ansatz bleibt jedoch unbertick-
sichtigt, ob die vorhergesagténtrons typisch sind. Fir sie gibt es kein Inhaltsmodell und ihre
Lange (wie die Lange der Exons) wird nicht beriicksichtigt.

Algorithmisch interessant ist nur der dritte Schritt. Wir formulieren das Exon-Assembly-Problem
zunachst wieder abstrakt.

SeiB = {Bi,...,B,} eine Menge von Blocken in Woi$. SeiT eine endliche Menge,
deren Elemente wifypennennen. Und seien zu jedem Blogk neben dem Wert(;j) auch der
Vorgéanger- und Nachfolgertypor(j) € T bzw. nacllj) € T desj-ten Blocks definiert. Der
Wert einer Kettel ist wieder die Summe der Werte der Blocke. [Easn-Assembly-Problem
ist das Problem, eine Kette maximalen Werts zu finden unter den KetteqB;, , ..., B;, ), die
folgende Nebenbedingung erfillen:

nach(j;) = vor(jit+1) (i=1...,k—1)

In Worten: Fir jeden Block muf3 der Vorgangertyp gleich dem Nachfolgertyp des Vorgangerblocks
sein. Wir nennen Ketten, die diese Bedingung erflKensistentDieses Problem kann mit einer
Variante des oben angegebenen Chaining-Algorithmus geldst werden. Anstatt nur eine Variable
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M zu halten, halten wir fur jeden Typ e T eine VariableM;. Im Verlauf des Algorithmus ist
dann M, der Wert der besten Kette, die bis hdchstens zur gerade aktuellen PosifSogeint,
unddie mit einem Block des Nachfolgertypgndet. Der Algorithmus, der das Exon-Assembly-
Problem l6st, ist der folgende: SBiwie oben die sortierte Liste der Anfangs- und Endpositionen
der Blocke und sein die Anzahl der Elemente voR.

Algorithmus 3 (Gene-Assembly-Algorithmus)
Berechne die Listé®.
SetzeM, < Ofurallet € T
Fari =1..m
Fur jedeg mit £(j) = P[i] setzeV (j) « v(j) + Myor(j)
SetzelM; — max{M;, max V(j)} furallet € T.
{ilr(4)="Pl[i],nach(j)=t}

Gebemax; 7 M; als Wert der besten Kette aus.

aa b~ wWNPEFEO

Der Korrektheitsbeweis verlauft ganz analog. Die Laufzeit ist auch dieselbe wie beim Chaining-
Algorithmus, O(r logr), wenn man annimmt, dass die Zahl der Typen eine Konstante ist. Im
Problem, aus einer Menge von Exonkandidaten, eine Folge von biologisch konsistenten, nicht-
Uberlappenden Genen auf beiden Strdngen zu machen, muf3 die Menge defl Tgpeignet
gewahlt werden damit dieser Algorithmus angewendet werden kann (Ubung). Im oben beschrie-
benen, hierarchischen Vorgehen, ist das Sortieren der Anfangs- und Endpositionen méglich durch
speichern der Anfangs- und Endpositionen in einem Array der Lé$igeie Laufzeit ist dann
O(|S|+r), der Anteil| S| fallt sowieso beim Einlesen der Eingabe an. Beachte, dass es bei diesem
Problem — im Gegensatz zum im vorigen Abschnitt beschriebenen Chaining-Problem — sinnvoll
sein kann (und in der Praxis in GENEID auch passiert), dass der Wert von Exons negativ ist.
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Kapitel 4

Sequenzierung, Assemblierung und
Mapping

4.1 Eine kurze biologische Einfuihrung in DNA-Sequenzierung und
Assemblierung

Bei der Chain-TerminatioiMethode von Sanger und anderen (1977) wird die Sequenz eines
Stlickes einzelstrangiger DNA durch Bestimmen der relativen Langen von komplementaren Polynukleotid-
Ketten, die mit bestimmten Nukleotiden enden, ermittelt. Dies lgaBe-Calling Die Technik da-

fur — Polyacrylamid-Gelelektrophorese — erlaubt, je nach Konzentration des Gels, die Bestimmung
von Sequenzen einer Lange zwischen 10 und 1500 bp. Dabei nimmt gegen Ende der Sequenz die
Fehlerrate zu und typischerweise beschrankt man sich darauf, Sequenzen der Lange 500-750 bp
zu lesen. Diese in einem Schritt gelesenen Sequenzen he#sats Die Zielsequenzines Ge-
nomprojekts ist wesentlich Langer als ein Read, so dass sie aus vielen Reads zusammengesetzt,
assembliertwerden muf3. Bei der Sequenzierung und Assemblierung gibt es verschiedene Fehler-
guellen und Schwierigkeiten: Es treten Fehler beim Base-Calling auf (Substitutionen, Insertionen
und Deletionen, etwa in der GréR3enordnung von einem Fehler pro 200 bpRepimatst eine
Sequenz, die an zwei oder mehr Stellen als Teilstring in der Zielsequenz vorkommt. Die Intervalle

in der Zielsequenz, an denen ein Repeat auftritt, kénnen sich auch tiberlappen. Repeats, die so lang
sind, dass sie nicht zumindest von zwei Reads ganz (iberdeckt werden kénnen, kénnen verhindern,
dass die Assemblierung eindeutig moglich ist (siehe Abbildurg&m.2 und 4.3). Beim Bak-

terium Streptococcus pneumoniatva gibt es eine 24bp-Sequenz, die auf einer Lange von etwa
14000 bp wiederholt wird (Tandem Repeat). Eine dritte Fehlerquelle ist das notwendige Klonie-
ren, also das Einbringen einer fremden DNA-Sequenz in eine Gastgeber-Zelle (host celEEhaufig
coli), um sie in groBer Anzahl zu kopieren. Dabei kann es passieren, dass die fremde DNA durch
DNA der Gastgeber-Zelle verunreinigt wird, oder dass Teile der fremden DNA-Sequenz fehlen.

Shotgun-Sequenzierung

Eine wichtige Methode zur Sequenzierung ist die sogen&@migyutMethode (shotgun = Schrot-

flinte). Hierbei werden viele Kopien einer langen Seque(maehrere Megabasen: z.B. ein ganzes
Chromosom, oder das ganze Genom eines Prokaryoten) zuerst durch hochfrequente Schallwellen
oder einen Hochdruck-Luftstrom in zuféllige Fragmente zerbrochen. Von den Fragmenten zufal-
liger Lange und Position wird mittels Elektrophorese ein Teil der Fragmente ausgesucht, die in
einem bestimmten Langenbereich liegen (z.B. zwischen 1.6 kb und 2 kb beim Genomprojekts des
BakteriumsHaemophilius influenzadeim Celera-Sequenzierprojekt des Menschen etwa zwi-

32
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| [ |
— ] | \ |
A X B X C X D
A X C X B X D

Abbildung 4.1:Die Boxen bezeichnen ein Repeat in der DNA-Sequenz. Die Striche dartber ent-
sprechen den Reads. Nur die Reads Uber den kritischen Abschnitten sind eingezeichnet. Ein Repe-

at der FormX X X fuhrt zu mehrdeutigen Assemblies: AbschniBaund C' sind vertauscht.(aus
[Set9T)

E 1 \ \ \ \
\ | \ |
A X B Y C X D Y E
— T {1 ]
A X D Y C X B Y E

Abbildung 4.2:Ein Repeat der FornXY XY fuhrt zu mehrdeutigen Assemblies. Abschniife
und D sind vertauscht.

— X — X
A B C

X
A C

Abbildung 4.3: X bezeichne das reverse Komplement VonEin Repeat der FornX X fiihrt

zu mehrdeutigen Assemblies mit entgegengesetzten Leserichtungen der Segudsehen den
Repeats.
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Insert
—{ ] 1
A X B X C X D

A X C X B X D

Abbildung 4.4:Das Paired-End-Sequencing kann manchmal falsche Assemblies verhindern. Oben
haben die beiden Enden des Inserts den richtigen Abstand, unten nicht. Das Assembly unten muf3
falsch sein.

schen 2 kb und 50kb). Diese Sequenzen helflsarts weil sie sie zwecks Vervielfaltigung in

einen sogenannten Klonierungsvektor eingeflgt werden. Das entstandene Zwischenresultat ist ei-
ne Bibliothekvon Inserts, von denen man jeweils die ungefahre Lange kennt. Beim sogenannten
Paired-End-Sequencingird von jedem der beiden Enden des Inserts ein Read gelesen (500-750
bp). Dann erhalt man eine Menge von Reads. Die Leserichtung eines Readmbekannt, so

dass entweder oder das reverse Komplement verein Teilstring vons ist. Zusatzlich weiss

man zu manchen Paaren von Reads ihren ungefahren Abstand, weil sie die Endstiicke dessel-
ben Inserts sind. Von diesen Paaren weiss man auch, dass sie entgegengesetzte Leserichtungen
haben. Der Vorteil davon, dass die Inserts langer sind als die Reads, ist, dass es damit mdglich
wird, Repeats zu “UOberbriicken”, die langer sind als ein Read. Z.B. haben die meisten Repeats
der Fruchtfliegddrosophila melanogastezine Lange von hdchstens 8 kb, weswegen man bei ih-

rer Shotgun-Sequenzierung unter anderem eine Bibliothek mit Inserts der mittleren Lange 10 kb
gewahlt hat (siehe Abbildung;4).

Fur eine bestimmte Position inist die Coveragean dieser Position die Anzahl der Reads, die
diese Position enthielten. Dirittlere Coveragést also die Summe der Langen aller Reads geteilt
durch die Lange vor. Damit der grof3te Teil vor durch Reads Uberdeckt wird und damit wenige
Licken ganz ohne Coverage entstehen, muss die mittlere Coverage mindestens zwischen 6.5 und
8 sein (siehe Abschnitt.2).

Ein Contig(contiguous = zusammenhangend) ist eine aus lUberlappenden Sequenzen liickenlos
zusammengesetze Sequenz. Das erste Ergebnis des Assemblierens ist eine M&ugéfolols
(Geruste, siehe Abbildurg}5). Ein Scaffold ist eine Menge von Contigs, die durch tGberbrickba-
re Sequenzliicken getrennt sind und zwar solche Licken, die zwischen den beiden Reads an den
Enden eines Inserts liegen. Diese kénnen geschlossen werden durch Sequenzieren dieser Inserts.
Die Contigs eines Scaffolds sind geordnet und die relative Orientierung (Leserichtung) zueinan-
der ist bekannt. Die Scaffolds ihrerseits sind getrennt dphsisical Gapsdie nicht ohne weiteres
geschlossen werden kénnen, weil die Sequenzen dieser Liicken nicht in der Bibliothek enthalten
sind. Dennoch kdnnen die ungeféhren Positionen eines Scaffolds auf einer sogeamikarie
mit Markern bestimmt werderSequence Tagged Sit€3TS) sind eindeutige Teilsequenzen des
Genoms. STSs, deren Position auf einer Genkarte bekannt sind, dienen als Marker. Beim Men-
schen gibt es im Durchschnitt etwa alle 100kb eine STS, deren Position bekannt ist.
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Scaffold 1 Scaffold 2
}v{ \ F— </ —
Contigs physical Gap tiberbriickbare

Sequenzliicken

Abbildung 4.5:Scaffolds

Das Human-Genomprojekt

Das offentlich finanzierte International Human Genome Sequencing Consortium (IHGSC) wahl-
te zur Sequenzierung der etwa 3 Milliarden Basen des menschlichen Genoms den sogenannten
Clone-ContigZugang. Dabei wird das Genom in Fragmente einer Lange bis zu 1.5 Mb zer-
brochen und diese werden in Kloniervektoren geklont. Diese Fragmente hé€iksers Beim
Human-Genomprojekt waren es 300000 Clones. Uberlappende Clones wurden gefunden, z.B. mit-
tels STSs. Diese Clones wurden damimzelnmit der Shotgun-Methode sequenziert.

Beim Celera-Sequenzierprojekt wurde der sogenawfttele-Genome-Shotgutugang ge-
wahlt [VT01]. Dabei wird die oben beschriebene Shotgun-Methode direkt auf das ganze Genom
angewandt und nicht wie beim IHGSC auf kirzere Clones. 14,8 Milliarden Basen aus 27271853
Reads wurden gelesen. Das entspricht einer mittleren Coverage von 5,1. Es wurde hierzu die DNA
von 5 Menschen (3 Frauen, 2 Manner; 1 Afrikaner, 1 Asiat, 1 Mexikaner, 2 Kaukasier; 1 Craig
Venter, 4 anonyme Personen) verwendet. Bei jeweils 2 Menschen hat die DNA mindestens 99,9%
Sequenzibereinstimmung. Zusatzlich wurden bei Celera Daten aus dem 6ffentlich finanzierten
Projekt benutzt.

Es ist allgemein anerkannt, dass mit dem Clone-Contig-Zugang eine hohere Genauigkeit er-
reicht werden kann als mit dem Whole-Genome-Shotgut-Zugang. Die Ergebnisse der beiden Se-
qguenzierprojekte wurden im Jahr 2001 verdffentlicht. Es sind sogendraftesequencefraft =
Skizze). Sie enthalten Licken und Fehkinishing (to finish = fertig stellen) heil3t es, wenn aus
einer draft sequence eine komplette Sequenz eines Genoms, Chromosoms oder Klons erstellt wird,
mit einer Genauigkeit von mindestens 99.99%. Aber man spricht auch manchmal von "finished’,
wenn die Sequenz noch wenige Licken enthalt. Finishing ist aufwendig und komplexe Bereiche
mussen von Menschen fertig gestellt werden.

Bisher (Dezember 2004) wurden zwo6lf menschliche Chromosomen, also die Halfte der Chro-
mosomen, fertig gestellt: 22, 21, 20, 14, Y, 7, 6, 13, 19, 10, 9, 5. Das Chromosom 5 wurde im
September 2004 fertig gestellt. Es ist mit etwa 181 Megabasen das langste fertiggestellte Chromo-
som, wobei aber noch 4 Liicken nicht geschlossen werden konnten.

4.2 Bendotigte mittlere Coverage

Vor einem Shotgun-Sequenzierprojekt muf3 abgeschéatzt werden, wieviele Reads nétig sind, um
die Sequenz mit einer beschréanken Anzahl von Liicken assemblieren zu kdnnen. Hierzu bedienen
wir uns folgenden Modells. Seidie Lange der Zielsequenz die Anzahl der Reads. Wir gehen
vereinfachend davon aus, dass alle Reads dieselbe Kdrajmn. Sei

_rt
g

die mittlere Coverage. Die entsprechenden Zahlen aus dem Celera-Projekt des Humangenoms sind
g~ 29-10°r ~ 27-10% ¢ ~ 550, c ~ 5.1. Dabei kann und damitc gewahlt werdeng und

C:
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¢ kdnnen als gegeben betrachtet werden. Auf jeden Fall gl g, was unten vereinfachende
Naherungen erlaubt. Seiefy, X,, ..., X, die Anfangspositionen der Reads auf der Zielsequenz,
alsol < X; <g-—/(+1furallel < < ¢. Wir gehen davon aus, dass dig unabhangig sind
und gleichverteilt auf der Mengfd, ..., g — ¢ + 1} der moglichen Anfangspositionen.

Welcher Anteil der Zielsequenz wird im Mittel durch die Reads Uberdeckt?

Wir fragen uns, was der Erwartungswert der Anzdtder Positionen in der Zielsequenz, die eine
Coverage von 0 haben, ist. Diese Positionen mit Coverage 0 wurden nicht gesampled.
Seifurj =1,...,g,C; die Coverage an Positigp also

Ci=Nilj—€+1<X; <j}

Wenn/¢ < j < g — ¢ + 1, alsoj nicht nahe am Rand der Zielsequenz liegt, daniisbino-
mialverteilt mit Parameternund¢/(g — ¢ + 1), weil jedes der Reads arf Anfangspositionen

von g — ¢ 4+ 1 moglichen Anfangspositionen Positigrabdeckt. Hier benutzen wir die geforderte
Unabhangigkeit deX;. Wie erwahnt ist in der Praxis viel kleiner alg, so dass wir 1. die ersten

¢ und letzten? Positionen vory in der Rechnung vernachlassigen und Qg — ¢ + 1) ~ (/g
annéhern. Die Binomialverteilung kann sehr gut durch die Poissonverteilung angenahert werden,
wenn die Anzahl der Versuche (higrgrof3 ist und die Erfolgswahrscheinlichkeit (higg) klein.

Der Erwartungswert vony; ist /g = ¢ , was Klar ist, weik ja die mittlere Coverage ist. Also,

(Fur den Fehler, den man durch die Annéherung der Binomialverteilung mit der Poissonverteilung
macht gilt hier:) ", |[P(Cj = k) — e—c%] < 2r(¢/g)* = 2cl/g; erist also hier sehr klein.) Die
Wahrscheinlichkeit, dass eine Positinicht gesampled wird, also Coverage= 0 hat, ist also

e~¢. Die AnzahlU der Positionen mit Coverage 0 hat also den Erwartungswert

g
E[U] = E[) _Lc,—qp) ~ ge°.
j=1

Der erwartete Anteil, der durch die Reads Uberdeckt wird, istlalse™¢, was mit obigen Zahlen
99.4% ergibt. Eine mittlere Coverage von 8 bedeutet z.B. unter obigen Annahmen, dass im Mittel
1 — % =~ 99.97% der Positionen (iberdeckt werden.

Wieviele Contigs entstehen bei der Assemblierung?

Wir wollen die Anzahl der Contigs schatzen. Diese ist eins gréRer als die Anzahl der Licken
die selbst ohne oben beschriebene Probleme der Sequenzierung (Base-Calling Fehler, Repeats,
Verunreinigungen) bei der Assemblierung entstehen. Fir typische Anwendungen ist die Anzahl
der Contigs grof3 und es kommt uns im Sinne einer vereinfachten Darstellung nicht auf weni-
ge Contigs, bzw. Liicken an. Seieine Mindestschranke fiir die Lange des Uberlapps zweier
Reads, so dass man annehmen kann, dass die Reads tatséchlich in der Zielsequenz benachbart
sind und der Uberlapp nicht nur zufallig ist. $ei= t/¢. Bei dem Celera-Projekt war= 40, also

6 ~ 7% (allerdings waren Fehler im Uberlapp zugelassen). Wir sagen, wir haben eine Assembly-
Licke zwischen zwei benachbarten Reads, wenn sie nicht mindesten®asen Uberlappen,

also, wenn entweder eine Liicke im normalen Wortsinn zwischen ihnen ist oder, wenn sie zwar
Uberlappen, aber zu wenig. Wir bezeichnen Rgatkr an PositionX; beginnt, ald_lickenread
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wenn er unmittelbar vor einer Assembly-Liicke ist. Das ist, abgesehen vom letzten Read uber-
haupt, gleichbedeutend damit, dass kein Read zwischen Positionent und X; + ¢ —t — 1
beginnt. Also

P(Readi Liickenreadd = [[ P(X; ¢ [Xi + 1, X, + £ —t]) (4.1)
gt
~ (g_(g_t)>T 4.2)
p :
_ ( k) 9))£> 4.3)
7
~ e (70 (4.4)

In Zeile 4.1) haben wir benutzt, dass die Positionen der Reads unabh&ngig sind. In4Z8ile (
haben wir die Naherung gemacht, dass es fir jeden Read ungefidgliche Anfangspositionen

gibt, von denen alle, bis auf— ¢ glnstig sind fur das Ereignis au4.{). AuBerdem haben im
Exponenten die Naherungx r — 1 gemacht. Zeile4.3) beruht auf elementaren Umformungen
und den Definitionen vof undc. Zeile (4.4) benutzt den Grenzweliin, .. (1+z/z)* = e*, was

eine Naherung erlaubt, wejl/¢ gro3 ist. Wenn wir wieder die (seltenen) Falle vernachlassigen,
wo vor einer Assembly-Licke mehrere Lickenreads auf dieselbe Position fallen, erhalten wir eine

erwartete Anzahl von
7,'6—(1—9)c

Assembly-Licken. Wie Abbildung.6 zeigt, steigt die Anzahl der Contigs zunachst mit der mitt-
leren Coverage, weil bei kleiner mittleren Coverage Uberlapps selten sind, und fallt dann schnell
ab.

gaps

2x10°
1. 5%x10°
1x10°8

500000

Abbildung 4.6:Anzahl der geschatzten Assembly-Lucken (gaps) in Abhangigkeit von der mittle-
ren Coverage bei einer Genomlange van= 2,9 - 10° einer Readlange vofi= 550 und einem
Mindestuberlapp von = 40.

Die Formeln fur die Anzahl der iberdeckten Basen und die Anzahl der Assembly-Liicken/Contigs
heilRen Lander-Waterman-Gleichungen.

4.3 Kirzeste gemeinsame Oberstrings (KGO)

Definition 4.1 Ein StringS ist einOberstringvon String7’, wennT ein Teilstring vonsS ist.
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Das Problem des kirzesten, gemeinsamen Oberstrings (KGO, shortest common superstring pro-
blem) ist, zu einer gegebenen Mengevon Strings unter allen Strings, die ein Oberstring von je-

dem String inF sind, einen String zu finden, der minimale Lange hat. Beispi€l= {cagt, aggtca, gtagg}.
Der Stringaggtcagtagg ist ein Oberstring der Strings i und der StringS = gtaggtcagt ist

ein (der) KGO der Strings itF. Dieses Problem ist NP-vollstandig, also ist kein effizierter Al-
gorithmus bekannt, der das allgemeine Problem |6st. In Abschuditl wird gezeigt, dass sich

dieses Problem unter gewissen stark idealisierten Voraussetzungen bei der Assemblierung stellt
und in Abschnit4.3.2eine Sequenziermethode vorgestellt, bei der sich ein Spezialfall des KGO-
Problems stellt.

4.3.1 Fragment Assemblierung

Wir gehen in diesem Abschnitt von einer idealisierten Problemstellung aus: Wir nehmen an, dass
beim Sequenzieren keine Fehler entstanden sind und dass die Orientierung der Reads bereits be-
kannt ist. Das sind fur die Praxis unzulassige Annahmen, aber die Ideen hinter den Algorithmen
sind natzlich fur Algorithmen, die tatséchliche Instanzen des Problems behandeln. Die Darstel-
lung der in diesem Abschnitt vorgestellten Ergebnisse folgt dem Buch von Setubal und Meidanis
[Set97. Sei F eine Menge von Strings. Es sind in der Anwendung die Sequenzen der Reads. Wir
nennen die Elemente vaf Fragmente Wir nehmen an, dasg Teilstring-frei ist: Kein String in

F ist Teilstring eines anderen StringsJ/h Wenn eine gegebene Mengé von Fragmenten nicht
Teilstring-frei ist, kann man alle Fragmente lI6schen, die Teilstring eines anderen sind. Dies kann
man mit Hilfe von Suffixbdumen effizient machen. Die so erhaltene Teilstring-freie MErgs

dann genau dieselben Oberstrings viie

KGOs als Pfade

Wir flhren jetzt einen aufF basierenden Graphen ein, in dem Pfade gemeinsamen Oberstrings
von Fragmenten entsprechen.

Definition 4.2 Der Uberlapp-Multigraph\/ G (F) einer MengeF von Strings ist ein gerichteter,
gewichteter Multigraph. Die Menge der Knoten vbhG/(F) ist gleichF. Von Knotenu € F zu
Knotenv € F, v # u, ist genau dann eine Kante mit Gewicht 0, wenn|u/|, |v| > ¢ und das
Suffix vonu der Langet ein Préfix vorw ist.

In MG(F) kann es zwischen zwei Knoten mehrere Kanten mit verschiedenen Gewichten geben
(deshalb “multi”). Zwischen zwei beliebigen Knoten gibt es immer eine Kante mit Gewicht 0. Sei
P in MG(F) ein gerichteter Pfad entlang der Knotén fa, . .., f4. (Bei einem Pfad wird jeder
Knoten hdchstens einmal besucht). Sei= { fi, f2,..., f4} die Menge der besuchten Knoten.
Seit; > 0 das Gewicht der Kante iR von f; zu f;11 (i = 1,...,d — 1). Das Gewicht des Pfades
w(P) sei definiert als die Summe der Gewichte der Kanten®oalsow(P) =t; + - -+ + tq_1.

Dem PfadP in M G(F) entspricht auf folgende Weise ein Oberstri$igP) von F'. S(P) ist die
Konsensus-Sequenz eines Alignments der Fragm@nte, . . ., f4, wobei das Ende vorf; mit

dem Anfang vonf;+; umt; Positionen uberlappt. Also

S(P) = fill..|fi| = t1] fo[L..| fo| — ta] -+ fa—1[1.| fa—1] — ta—1] fa-

Abbildung4.7 zeigt ein Beispiel fUV/ G(F), P und S(P).
Sei||F|| ;== |f1| + - - - + | fa| die Summe der Langen der Fragmente des Pfad&s gilt

IS(P)] = (frl =t1) + (| f2| = t2) + -+ (| fa=1] — ta—1) + | fa]
[F|| — w(P),
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1 =GGATA 3 fo =ATACT
— %

1

f, =CGAAAT 2 f3 =TGCG

Abbildung 4.7: Uberlapp-Multigraph MG(F) zur Menge F = {GGATA,
CGAAAT, ATACT, TGCG}. Die Kanten mit Gewicht 0 sind weggelassen. Der Pfadder

die Knotenfy, f2, f3, f4 entlang der grinen (hellen) Kanten besucht, definiert einen Oberstring
S(P) = GGATACTGCGAAAT mit Gewichtw(P) =3+ 1+ 2 = 6.

also
|S(P)| +w(P) = ||F||. (4.5)

Ein Pfad, der jeden Knoten des Graphen besucht, aftiltonscher PfadFir einen Ha-
miltonschen PfadP ist der StringS(P) also ein Oberstring voiF. Wegen 4.5) gilt also fur
Hamiltonsche Pfad®

1S(P)| + w(P) = ||F]]. (4.6)

Das bedeutet, daF|| bei der Assembly gegeben ist, dass das Prolpfgi?)| zu minimieren,
aquivalent ist dazup(P) zu maximieren.

Jedem Hamiltonschen Pfad M G(F) entspricht ein Oberstring vafi, aber nicht zu jedem
Oberstring vor¥F gibt es einen Pfad, der ihm entspricht. Ein beliebiger Oberstring kann ja unnétige
Zeichenketten enthalten, z.B. an den Enden. Wie der folgende Satz zeigt, gibt es aber zu jedem
KGO S einen Hamiltonschen Pfad, der ihm entspricht.

Satz 4.3 Wenn§ ein kirzester gemeinsamer Oberstring der Teilstring-freien Méngen Frag-
menten ist, dann gibt es einen Hamiltonschen Bfado dasss = S(P).

BeweisDa S ein gemeinsamer Oberstring v@hist, gibt es fir jedes Fragmeyite F mindestens

ein Interval[l(f)..r(f)] von S (, d.h.1 < I(f) < r(f) < |S]), so dassS[I(f)..r(f)] = f ist.

Wenn es mehrere Vorkommen vghin S gibt, fixiere ein beliebiges solches Invervall. Da kein
Fragment inF Teilstring eines anderen ist, lassen sich die Intervalle der Fragmente so sortieren,
dass sowohl die linken als auch die rechten Endpunkte der Invervalle eine streng aufsteigende
Folge bilden (Warum?). Seiefi, fo,. .., f4 die Fragmente inF in dieser Reihenfolge. Es gilt
danni(f1) = 1undr(f;) = |S|, weil S sonst an den Randern verkurzt werden kénnte und immer
noch ein gemeinsamer Oberstring wére. Fernerr@jft) > I(fi+1) — 1furi = 1,2,...d — 1,

sprich entweder tberlappen die Intervalle vrund f;,; oder das Intervall vory;,, schlief3t

direkt an das Intervall vory; an, denn, wenn es dazwischen eine Liicke gabe, kbnnteSman
wieder verkurzen und hatte einen Widerspruch dazu, 8ass KGO ist. Es gibt also id/ G (F)

eine Kante vory; zu f;+1 mit Gewichtr(f;) — I(f;+1) + 1. Der PfadP besuche die Knoten von

F in der Reihenfolgefi, fa,. .., fq und nehme zwischeff; und f;,; diese Kante mit Gewicht
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t; = T(fz) — l(fi+1) 4+ 1> 0. Dannist

S(P) = fill.|fil =ta] fo[1o]fo| = ta] -+ fa—r1[1..|fa—1] — ta—1] fa
SU(fr)-1(f2) = 1 S[U(f2)--U(fs) = 1] -+ S[U(fa—1)--U(fa) — 1 S[(fa)-7(fa)]
= S

O

Da jeder Hamiltonsche Pfad i/ G(F) einen gemeinsamen Oberstring véndefiniert und
der KGO vonF nach obigem Satz auch durch einen Hamiltonschen Pfad definiert wird, kann
man einen KGO finden, indem man M G(F) einen Hamiltonschen Pfa® findet, der einen
String S(P) minimaler Lange definiert, also nach Formélg) einen Hamiltonschen Pfad mit
maximalem Gewichtv(P). Das Problem, einen Hamiltonschen Pfad (maximalen Gewichts) zu
finden, ist wieder NP-vollsténdig aber fiir die Instanzen aus der Anwendung in der Assemblierung
kann man hierfur Heuristiken wie die Greedy-Methode verwenden.

Assembly von Sequenzen ohne lange Repeats

In diesem Abschnitt wollen wir eine Forderung an das Sampling der Reads stellen. Ahnlich wie wir

das schon bei der Analyse der bendtigten mittleren Coverage gemacht haben, wollen wir fordern,

dass die Intervalle der Reads geniigend Uberlappen. Was hier “gentigend” bedeutet, hangt von der

Lange der Repeats in der Zielsequenz ab. Nach wie vor gilt hier leider wegen der unrealistischen

Annahmen, dass die Ergebnisse nicht direkt auf praktische Probleme angewendet werden kénnen.
Um in diesem Abschnitt begrifflich besser zwischen der Sequenz eines Fragments und seiner

Lage auf der Zielsequeng unterscheiden zu kénnen flihren wir einige Bezeichnungen ein. Ein

Intervall von S ist ein ganzzahliges Intervdll..j], so dass > 1,5 < [S] undi < j + 1. Wenn

1 = j + 1ist, ist das Intervall leer. EiSamplingvon S ist eine MengeA4 von Intervallen vonS.

Das SamplingiberdecktS, wenn die Vereinigung seiner Intervalle gleigh|S|] ist, also wenn es

fur jedesi mit 1 <4 < |S| mindestens ein Intervalt € A gibt miti € a. Zwei Intervallea und g

uberlappen um mindestefisvenn|a N 3| > t. Ein Teilintervall-freies Samplingl ist verbunden

auf Niveaut, wenn es fir je zwei Intervalle und 5 aus.A mit I(«) < I(5) Intervalleyy, ..., vq

gibt, sodass; = a,v¢ = 8, 1(7:) < I(7i+1) undy; mit v,41 um mindestens Uberlappt fur jedes

i =1,...,d — 1. Die Intervalle sind dann also indirekt verbunden und der Parametifbt die

Starke der Verbindung. Die Menge von Fragmenten, die durch das Samplnpeugtwird, ist

F[A] := {S[a]|a € A}. Wir wollen Mengen von Fragmenten untersuchen, die von Samplings

erzeugt werden, die auf Niveawerbunden sind. Wir nennen ein SamplidgTeilintervall-frei,

wenn es keine zwei verschiedenen Intervalledigibt, von denen das eine im anderen enthalten

ist. Fur eine nichtnegative, ganze Zahind eine MengeF von Fragmenten séV/ G(F,t) der

Multigraph, den man aus dem Uberlapp-Multigraph¥it:(F) erhalt, wenn man alle Kanten

streicht, die ein kleineres Gewicht alsaben. Es sé¥/(F, t) der gerichtete, gewichtete Graph, den

man ausM G (F, t) erhalt, wenn man von allen Kanten, die von einem Knaten einem Knoten

v gehen, nur die Kante mihaximalemGewicht behdlt und die anderen (sofern es andere gibt)

streicht. Die Schreibweise —— 3 ist eine Abkiirzung dafiir, daR das rechte Ende vom Intesvalll

und das linke Ende vom Interva#lum genauv Positionen Uberlappen, also daf, | 5| > w und

1(8)+w—1 = r(«). Entsprechend bedeute fiir Fragemefhtmdg die Schreibweis¢g —- ¢, dal

es eine Kante mit Gewicht von f nachg in M G(F) gibt, also dass das Suffix vghder Lange

w ein Prafix vong ist. Das folgende Lemma zeigt, bei einem “guten” Sampling der Oberssring

der Fragmente sogar von einem Hamiltonschen Pfad im verkleinerten Graphen definiert wird.
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Lemma 4.4 Sei S ein String, seit > 0 und A ein Teilintervall-freies, auf dem Niveativer-
bundenes Sampling vofi, das.S liberdeckt. Dann enthélt der Multigrapii G(F[.A], t) einen
Hamiltonschen Pfad® mit S(P) = S.

Beweis:Seienay, as, . .., «a, die Intervalle vonA nach dem linken Endpunkt aufsteigend
sortiert. Da.A Teilintervall-frei ist, sind von keinen zwei verschiedenen Intervallen die linken
Endpunkte gleich. Ebenso sind von keinen zwei verschiedenen Intervallen die rechten Endpunkte
gleich. Weiter folgt aus der Teilintervall-Freiheit auch, dal in dieser Sortierung die rechten Rand-
punkte eine streng aufsteigende Folge bilden. Wir behauptenydaf3> o, fiir einw; > ¢ fur
allei < n. Um dies einzusehen beachte, dal? esddaf dem Niveau verbunden ist, eine Folge
vond > 1 Intervallenyy,...~4 aus.A gibt mity; = «o; und~yy = «,, SO dafdy; mit ;41 um
mindestens tberlappt und(v;) < i(vj+1) (j =1,...,d — 1). Das Intervall3 := ~, erfillt also
r(a;) —1(B)+1 > tundl(a;) < I(B); deshalb auch(a;11) < I(3), da die Intervalle aufsteigend
sortiert sind. Also ist

wi = |y Naiq1| = (i) = loigr) +1 > r(og) = U(B) +1 >t
Da

w2 Wn—1

w1

impliziert, daf3
uk}l fn7
gibt es inM G(F,t) fur jedesi < n eine Kante des Gewichts; > ¢ von f; nachf; ;. Die Folge

dieser Kanten definiert also einen Hamiltonschen PfaBaa; U--- U a,, = S, istS(P) = S.
O

flﬂ,hﬂ)...

Es gibt einen Zusammenhang zwischen dem Vorhandensein von Repeats in der Zielsequenz
und der Existenz von Kreisen im Graphéf{F,t). Dieser wird im Folgenden untersucht. Das
Vorhandensein eines Repeats9nbedeutet, dass es zwei verschiedene Intervallg g gibt
mit S[a] = S[f]. Die GroRedes Repeats ist die Lange der beiden gleichlangen Strings. Ein
Paar von Intervallery, G ist einfalsch-positived?aar auf Niveau, wenn es einv > t gibt, so
dassS[a] = S[g] aber nichtoe - /3. Falsch-positiv heilt es deshalb, weil man einen Fehler
macht, wenn man annimmt, dass die sich Uberlappenden Fragfiemtend S[3] auch von sich
entsprechend Uberlappenden Intervallen in der Zielsequenz stammen.

Wie unten gezeigt wird, ist die Existenz von Kreisen im Uberlapp-Gragheh, t) immer
auf Repeats zurtickzufiihren. Die Umkehrung gilt aber nicht, d.h. es kann Repeats geben aber der
Uberlapp-Graph ist trotzdem azyklisch. Zunéchst zwei Lemmata.

Lemma 4.5 Wenna 2 3, dann gilti(a) < I(8) undr(a) < 7(3).
<r

Beweis:Seia — 3. Deswegen und, da/| > w, gilt I(«a)
schlieBen wir(3) > 1(B) + w — 1 = r(a).

(o) —w+1=1(B). Entsprechend
0

Lemma 4.6 Wenn in einem Sampling vosi ein falsch-positives Paar auf Niveaaxistiert, dann
gibt es inS ein Repeat mindestens der Grif3e

Beweis:Seiena und 3 zwei Intervalle mitS[a] —— S|[3] aber nichta. —~ (3. Wegen ersterem
gilt |a|,|8] > w > t, wegen letzterem gilti(3) # r(a) — w + 1. Sei«’ das Intervall, dass
aus den rechtesten Elementen vory besteht und se$’ das Intervall, dass aus den linkesten
Elementen vorB besteht. Wege[a] — S[A] gilt dannS[a’] = S[f']. Abera’ und 3’ kénnen
nicht gleich sein, weil die linken Randpunkte verschieden difel) = I(5) # r(a) —w + 1 =
r(a/) —w+1=1(d). Also ist der StringS[a/] ein Repeat vory der Langew > t.
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g

Satz 4.7 Sei.A ein Sampling von String. WennG (F|A], t) einen gerichteten Kreis enthélt, dann
gibt es inS ein Repeat mindestens der Grif3e

Beweis:Sei f; — fo — -+ — fg — f1 mitd > 2 ein gerichteter Kreis i7(F[A],t). Es gibt
Intervalleay, ..., a4, so dassS|o;] = f; furi = 1,...,d. Wir zeigen, dass mindestens eines der
Paare(a;, a;+1), einschlieBlich(«g, a1 ), ein falsch-positives auf Niveatist. Dann gibt es nach
Lemma4.6ein Repeat der Lange mindestens

Angenommen keines dieser Paare ware falsch-positiv. Dann warealse> - - - — ag —
a1 (, jeweils mit irgendwelchen Gewichten). Wegen Len¥inagéalte dann auch(a;) < ... <
l(ag) < l(avp). Also wéren alld(«;) gleich. Entsprechend kann man schliessen, dass @le
gleich waren. Dann waren alte; gleich und somit auch all¢;. Das kann nicht sein, denn dann

ware obiger Pfad gar kein Pfad.
O

Folgender Satz liefert einen effizienten Algorithmus fir die Assemblierung, wenn die Repeats
in der Zielsequenz kirzer sind als das Niveau der Verbindung der Intervalle des Samplings.

Satz 4.8 Sei A ein Teilintervall-freies, auf dem Niveativerbundenes Sampling von Strirtg
dasS Uberdeckt.S habe keine Repeats der Grofieder grof3er. Dann ist der Gragh( F[A], t)
azyklisch und hat genau einen Hamiltonschen Rfa&ur diesen giltS(P) = S.

Beweis:Unter den genannten Voraussetzungen sind die Gragti¢fi.A], t) und M G(F[A],t)

gleich, weil es inMG(F[A],t) keine Mehrfachkanten geben kann. Um dies einzusehen, neh-
men wir an, es gabe zwei Intervalle 5 in A und zwei verschiedene Gewichig, wy > t mit

Sla] % S[6] und S[a] 2 S[B]. Da es keine falsch-positiven Paare gibt, misste dann auch
a =% Bunda 2 3 gelten. Zwei Intervalle kénnen aber nicht um verschiedene Langen tiberlap-
pen. Die Annahme fiuhrt also zum Widerspruch. Nach 8atist G(F[A], t) azyklisch und nach
Lemma4.4 existiert in ihm ein Hamiltonscher Pfall mit S(P) = S, da obige Graphen gleich
sind. Es gilt allgemein: Wenn in einem azyklischen, gerichteten Graphen ein Hamiltonscher Pfad

existiert, dann ist er eindeutig (Ubungsaufgabe).
U

Das Problem, in einem azyklischen Graphen, in dem ein Hamiltonscher Pfad existiert, diesen
zu finden, 1Rt sich effizient I6sen (Ubungsaufgabieter den genannten Voraussetzuniglie
Assemblierung also mdglich. Man konstruiert zunachst zur gegebenen Menge von Fragmenten
F und einem geeignetenden Uberlappgrapheh/ G(F,t). Dies ist effizient unter Verwendung
von SuffixbAumen maoglich (siehe Anwendung 7.10 im Gusfi@ldg99: All-pairs suffix-prefix
matching) und bendétigb (| E| + m), wobei|E| die Anzahl der Kanten voM G(F, t) ist undm
die Gesamtlange aller Fragmente. Dann kann man den HamiltonscheR Bfattteln und erhalt
so die Zielsequeng(P).

Praktisch muss man jedoch sowohl mit Fehlern rechnen als auch mit langeren Repeats. Den-
noch gibt es erfolgreiche Assemblier-Programme die darauf basieren, in einem Uberlappgraphen
(bei dem bei den Uberlapps Fehler erlaubt sind) Mengen von disjunkten Pfaden zu finden. Jeder
dieser Pfade entspricht dann einem Contig.

4.3.2 Sequenzierung durch Hybridisierung

DNA-Chips

Die sogenannte 'Sequenzierung durch Hybridisierung” (Sequencing by Hybridization, SBH) wur-
de in den spaten 80er Jahren vorgeschlagen als eine Alternative zu Gel-basierten Sequenzierme-
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thoden. Bei dieser Technik wird eine grof3e Anzahl verschiedener, kurzer Oligonukleotide (Pro-
ben genannt) auf einer festen Oberflache (Glas oder Silizium) in einem zweidimensionalen Feld
(&hnlich wie die Felder eines Schachbretts) angeordnet; einem sogenannten DNA-Chip oder Mi-
croarray. Bei der Verwendung eines solchen Chips wird zunachst eine Lésung mit vielen Kopien
einer Ziel-DNA-Sequenz hergestellt. Diese Sequenzen werden radioaktiv oder fluoreszierend mar-
kiert. Dann wird die Lésung auf dem Chip aufgebracht und die Oligonucleotide auf dem Chip hy-
bridisieren mit der Ziel-DNA-Sequenz, wenn ihr Watson-Crick-Komplement als Teilstring in der
Ziel-DNA-Sequenz vorkommt. Die Nicht-Hybridisierten Sequenzen werden abgewaschen und die
Felder des Chips werden anschlieRend automatisch auf die Markierung untersucht. Das Resultat
ist das sogenanntepektrumEs besteht aus der Information, von welcher der Proben das Kom-
plement mindestens einmal als Teilstring in der Ziel-DNA-Sequenz vorkommt.

Beispiel: Eine Probeccgttgchybridisiert mit der Ziel-DNA-Sequenactggcaacgctweil das
Komplement der Probéggcaacg ein Teilstring der Zielsequenz ist.

Bei traditionellen Chips werden als Proben allenere benutzt. Die Biotechnologiefirma Affime-

trix hat 1994 den ersten DNA-Chip hergestellt, der alle 8-mere als Proben enthielt, das sind also
48 = 256 x 256 = 65536 Proben auf einem Chip. Mittlerweile sind mindestens Chips mit etwa
einer Million Proben méglich.

Idealisierte Problemstellung

Wir gehen von einem Chip aus, der als Proben /alfeere enthélt. Sél” die Ziel-DNA-Sequenz
und sei das Spektruisi die Menge aller Teilworter vofi’ der Langek.

Definition 4.9 (Spektrum) Fir einen DNA-Chip mit Oligomeren der Langeist das Spektrum
S einer Sequen?’ ist die Menge

S = {w|wist ein Teilwort vonT der Langek}.
SBH-Problem: Rekonstruiere mittels ihres Spektruisislie SequenZ’.

Definition 4.10 Ein StringU heif3t kompatibel mit dem Spektruth) wennS das Spektrum voty
ist, also wenrUU jede Sequenz ausals Teilstring enthalt aber keirkemere als Teilstring enthalt,
die nicht in.S sind.

Wir wissen von den Elementen i nur, dass sie mindestens einmallinvorkommen, aber
nicht, wie oft sie vorkommen. Wenn elrmer mehr als einmal iff’ vorkommt, 1&Rt sicil” nicht
mehr eindeutig aus$ rekonstruieren. Z.B., weni = agtgtgtc ist undk = 3, ist das Spektrum
S = {agt, gtg, tgt, gtc}. Aber die Sequenzeagtgtc, agtgtgtgte, agtgtgtgtgte, usw. besitzen
dasselbe Spektrum. Wir nehmen zunéachst vereinfachend an, dadsein k-mer mehr als ein-
mal vorkommt. Dann ist" der kiirzeste gemeinsame Oberstrings der SequenzerDie Wahr-
scheinlichkeit, dass tatsachlich keiamer doppelt vorkommt, hangt vol und der Lange der
Zielsequenz ab (siehe unten). Ausserdem nehmen wir an, dass das Spektrum fehlerfrei ist. Also,
dass weder eine Probe falschlicherweise hybridisiert, obwohl die Basenpaarung nicht vollstandig
stimmt (falsch positiv), noch die Markierung bei einer hybridisierten Probe nicht erkannt wird
(falsch negativ). In tatsachlichen Experimenten kommen jedoch beide Arten Fehler vor.

Reduktion zu Euler-Pfaden

Unter der idealisierten Problemstellung ist das SBH-Problem zwar das schwierige Problem, einen
kirzesten gemeinsamen Oberstring der Sequenzg&rzinfinden, aber in diesem Problem haben
die Worter inS noch eine zusétzliche Struktur, die das Problem vereinfachen: Zu jedensWort
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Abbildung 4.8:Der GraphG zum Spektrunt = {atg, tgg, tgc, gtg, ggc, gea, geg, cgt}

in S auRer dem Wort, das am EndeTinauftritt, gibt es ein anderes Wort i# dessen Préafix der
Langek — 1 gleich dem Suffix der LAngk — 1 von s ist. Die Sequenzen i§ Uberlappen sich
besonders viel. Dies kann man hier ausnutzen. Es erlaubt, einen Graphen zu definieren, bei dem
die KantenTeilstrings inS entsprechen, anders als im Uberlapp-Multigraphen aus dem vorigen
Abschnitt4.3.1, wo die Knoten den Teilstrings entsprechen.

Der gerichtete Grapty = (V, E) fur S sei wie folgt definiert) ist die Menge alle(k — 1)-
mere, alsd” = {a, ¢, g, t}*~1. E enthélt die Kantév, w) von Knotenv zu Knotenw genau dann,
wenn es im Spektrum eikl-mer s gibt, so dass die erstén— 1 Zeichen vons gleichv und die
letztenk — 1 Zeichen vons gleich w sind. Figur4.8 zeigt den Graphen fir das Spektruim=
{atg,tgg,tgc, gtg, ggc, gca, gcg, cgt}. Dabei sind die isolierten Knoten (z.Bg) weggelassen.

Ein Pfad inG spezifiziert auf folgende Weise einen Stribig U beginnt mit dem String des
ersten Knotens des Pfades. Dann folgen die aneinander gehéangten jeweils letzten Buchstaben der
Knoten entlang des Pfades. Zum Beispiel der Pfad entlang der Knoten at,tg,gc,ca spezifiziert den
Stringatgca.

Definition 4.11 In einem gerichteten Graphe# heil3t ein Pfad, der jede Kante vdih genau
einmal besucht, eiguler-Pfad Endet ein Euler-Pfad in dem Knoten, in dem er beginnt, heil3t er
auchEuler-Kreis

Ein Euler-Pfad in dem Graphen fidrspezifiziert einen String, der kompatibel mit dem Spek-
trum ist, denn jeder Kante = (u,v) des Pfades entspricht ein Element des Spektrums, ndm-
lich dask-mer, das aus der Aneinanderhéangung/der 1 Zeichen des Knoteng und dem er-
sten Zeichen des Knotensbesteht. Der String enthélt kefamer mehr als einmal, weil der
Euler-Pfad keine Kante zweimal benutzt. Umgekehrt wird auch jeder Stfjnder kompatibel
mit dem Spektrum ist und, der keirmer mehr als einmal enthélt, von einem Euler-Pdaith
Graphen fiurS spezifiziert: Sein die LAnge vonU. Es ist ndmlich¢ die Abfolge der Knoten
Ull.k —1],U[2..k],U[3..k +1],...,U[n — k + 2,n] und enthélt jede Kante genau einmal. Wir
haben also folgenden

Satz 4.12Ein StringU, der keink-mer mehr als einmal enthalt, ist genau dann kompatibel mit
dem Spektrun®, wenn er durch einen Euler-Pfad spezifiziert wird.

Wenn in einem Graphe@ = (V, E) ein Eulerpfad existiert, so kann er in Zél{| E'|) gefun-
denwerden (Wie?). In dieser idealisierten Problemstellung gibt es immer einen Eulerpfad, namlich
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Abbildung 4.9:Zwei Eulerpfade. Die von ihnen spezifizieren Strings sind atggcgtgca (links) und
atgcgtggca (rechts).

den, der die Zielsequenz spezifiziert.

Figur 4.9 zeigt zu obigem Beispielgrapi zwei verschiedene Eulerpfade und die von ihnen
spezifizierten mit dem Spektrum kompatiblen Strings. Sie zeigt, dass selbst unter der Annahme,
dass keink-mer mehrfach vorkommt, die Rekonstruktion nicht immer eindeutig moglich ist. Al-
lerdings kann in einem solchen Fall moglicherweise ein Teil des unbekannten Strings rekonstruiert
werden, indem man die Gemeinsamkeiten aller mdglichen Eulerpfade herausfindet.

Grenzen von traditionellem SBH

Eine Ziel-DNA-Sequenz ist eindeutig rekonstruierbar, wenn sie die Einzige mit ihrem Spektrum
ist. Theoretische Studien haben gezeigt, dass die erwartete Lange eindeutig rekonstruierbarer Ziel-
DNA-Sequenzen mit der traditionallen SBH Methadé2®) ist, also héchstens proportional zur
Wurzel der verwendeten Probetf ist. Dabei wurde angenommen, dass die Basen der Sequen-
zen unabhéangig sind und gleich wahrscheinlich. Fir einen zufélligen Ziel-DNA-String der Lange

¢ und eine Langé: der Oligomere der Proben sgi/, k) die Wahrscheinlichkeit, dass der String
eindeutig aus seinem Spektrum rekonstruierbar ist. Es istg®08, 8) ~ 0.9, d.h. ein zufalliger

String der Lange 200 kann mit einem traditionellen Chip4hit= 65536 Proben mit Wahrschein-
lichkeit 90% aus seinem Spektrum rekonstruiert werden. Die Lange der mit der traditionellen
Methode sequenzierbaren Sequenzen ist viel zu kurz dafir, dass die Methode mit Gel-basierten
Sequenziermethoden konkurrieren konnte.

Proben mit universellen Basen

Es hat viele Vorschlage gegeben um mit der gleichen Anzahl von Proben, also der gleichen Chip-
grol3e, langere Strings zu sequenzieren, indem man andere Chips benutzt als die traditionellen, die
jedesk-mer enthalten. Eine relativ erfolgreiche Methode ist die Verwendung einer sogenannten
universellen Baségeine solche ist Inosin, engl.: inosine), die mit jeder der vier Standard-Basen
paaren kann. Wenn man die universelle Base mit dem Zeichen ™ bezeichnet, wiirde etwa der
String ac*t*g eine Probe bezeichnen, die mit allen Ziel-DNA-Sequenzen hybridisiert, die einen
der 16 Strings, acatag, acatcg, ..., actttg, als Teilstring enthalten. Mit Hilfe solcher Proben wurde
in [FPU99 ein Chip und ein Algorithmus fir die Rekonstruktion konstruiert, der asymptotisch
folgende theoretische Untergrenze flr die bendtigte Chipgréf3e erreicht.

Satz 4.13Die Anzahl der Proben, die benétigt wird um einen beliebigen String der Lange
eindeutig zu rekonstruieren, ist mindestens.
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Beweis: Ein Spektrum, das atiProben basiert, kann als binarer Vektor mikomponenten dar-
gestellt werden. Es git#t’ solcher Vektoren, und jeder kann hochstens eine Sequenz eindeutig
definieren. Die Anzahl mdglicher Sequenzeniigt Also ist4™ < 2¢, alsot > 2m. O

Diese Untergrenze fiir die Chipgréf3e wurde allerdings nur asymptotisch erreicht. Andere Me-
thoden kdnnen die Konstante der Asymptotik verbessern oder die Sequenz mit groRerer Verlas-
slichkeit bei fehlerhaften Daten rekonstuieren. Aktuelle SBH-Methoden mit universellen Basen
kénnen je nach Fehlerrate mit einem Chip 8%t ~ 10° Proben Sequenzen bis zu einer Lange
von 8000 Basen rekonstruieretlfiHS03).

4.4 Die Anzahl exakter Matches eines Worts

Die sogenannte Burrows-Wheeler-Transformation ist eine 1994 erstmals von Burrows und Whee-
ler vertffentlichte Methode. Dabei wird ein Strirsgauf bestimmte Weise in einen Strifigper-

mutiert, also nur die Reihenfolge der Buchstaben geandert. Diese Permutation kann auf effiziente
Weise rickgangig gemacht werden, d.h. man k8rausT' zuriickgewinnen. Da der permutierte
StringT sich im Allgemeinen wesentlich besser komprimieren lasst, findet die Burrows-Wheeler-
Transformation Anwendung bei der verlustfreien Datenkompression, wo auf ihr basierende Me-
thoden sehr hohe Kompressionsraten erzielen. In diesem Abschnitt stelle ich eine Methode vor,
wie mit Hilfe der Burrows-Wheeler-Transformation schnell die Anzahl der exakten Matches eines
Musters innerhalb eines Genoms gefunden werden kann. Die Methode benétigt weniger Speicher-
platz als eine, die auf Suffixbdumen oder Suffixarrays basiert. Diese Datenstruktur hat vielfaltige
Anwendungsmadglichkeiten, wie etwa das Design von eindeutigen Proben fur DNA-Chips. Healy
und andereHHITSWO03 benutzen sie auch fur den Vergleich verschiedener Sequenz-Assemblies,
weshalb sie in dieses Kapitel Giber Assemblierung eingeordnet ist.

Die Problemstellung, die wir hier besprechen ist Folgende. Wir haben einen sehr langen
String S der Langen gegeben. In der wichtigsten Anwendung$stlie DNA-Sequenz des Men-
schen, also etwa 3 Milliarden Zeichen lang und besteht aus Zeichen aus dem Alphabet
{A,C,G, T, N}. Wir wollen eine Datenstruktur konstruieren, die es erlaubt, die Anfragen

“Kommt Musterp in S als Teilstring vor, und wenn ja, wie haufig?”

fur viele p zu stellen. Diese Anfragen sollen schnell beantwortet werden. Zusatzlich soll der
Speicherbedarf fiir diese Datenstruktur beim menschlichen Genom so klein sein, dass sie in den
Hauptspeicher eines modernen PCs passt (sagen wir wenige Gigabyte RAM), weil Zugriffe auf
die Festplatte wesentlich langsamer sind als Zugriffe auf RAM. Die Zeit, die fir die Konstruktion
der Datenstruktur bendtigt wird, ist nicht kritisch.

Der Speicherbedarf fur einen Suffixbaum wére zu grof3, denn um eine Position im menschli-
chen Genom zu speichern benétigt man 4 By#E$ & 4.3 - 107). Allein fiir die 3 - 10° Blatter
des Suffixbaums benottigt man also mindestens 12 GB Speicher. Dazu kommt der Speicher, der
fur das Speichern vof bendtigt wird.

Wenn die Muster nicht zu lang sind, kann man dieses Problem einfach 16sen indem man eine
Tabelle mit allen Mustern bis zu einer Hochstlange und ihren Haufigkeiténainlegt. Aber ab
etwa einer Musterlange von 16 verbietet sich das Anlegen einer solchen Tabelle, weil der Speicher-
bedarf zu grof3 wird.

4.4.1 Anzahl der Vorkommen eines einzelnen Buchstabens.

Beim unten vorgestellten Algorithmus fur das Problem, die Haufigkeit von Mustétrzirfinden,
wird sich das Teilproblem stellen, die Haufigkeit eiegszelnen Zeichensin einem Intervall von
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StringT" zu bestimmen. Fir ein ganzzahliges Interyall-] C [1..|7'|] und ein Zeichern: € ¥ sei
E(x,[l..r]) == #{i € [L.r] | T[i] = x},

also die Haufigkeit des Zeichemsm TeilstringT'[¢..r].

Eine einfache Datenstruktur fur dieses Problem ist die Folgende. Sie stellt einen Kompromiss
zwischen schneller Beantwortung der Anfragen und geringem Speicherbedarf dar.

Sei K eine positive, ganze Zahl, die Blockgrol3e (z.B. etwa 100). Die Datenstruktur besteht
aus einer Tabelle, die die Anzahl der Vorkommen jedes Zeicheénsden Préfixen vorY’, die
ein Vielfaches vonk lang sind, enthalt. Fur ein Zeichenund eini mit 1 < ¢ < |T'|, das ein
ganzzahliges Vielfaches vadi ist sei

b(x,1) := k(z,[1..7]).

Mithilfe dieserd’s kann mann dann eih(z, [¢..r]) relativ schnell bestimmen:
Seien/’ := |¢{/K|K undr’ := |r/K| K die Vielfachen vonk, die am nachsten links vah
bzw.r liegen. Dann ist

k(z,[0..r]) = b(z,r") + #{i € ('] | T[i] = 2} — b(x, ') — #{i € ('.4]| T[i] = z}.

Der Speicherbedarf dieser Methode@t/ K - |X|logn) Bits, weil esn/K - |X| Variablen
b(x,4) gibt und jede eine Zahl der Grof3e hochstensnthalt. Um Zahlen bis zu einer Gro3e
zu speichern benétigt mdiog ] Bits. Die Laufzeit fiir die Beantwortung einer Anfrage ist eine
Konstante plus die Zeit, die bendétigt wird, die Anzahl der Vorkommen wam 7' zwischen?’
und ¢ und zwischen’ und r zu zahlen. Dies sind héchsteR& Positionen und im MittelK
Positionen. Die Laufzeit fur eine Anfrage ist al&d K'). (Man kann die Methode so verbessern,
dass man im Durchschnitt nut/2 Positionen vergleichen muf3: Man wahlt firdas néchste
Vielfache vonK zu/, egal ob links oder rechts vahund entsprechend wahlt mah)

4.4.2 Die Burrows-Wheeler-Transformation

Bevor wir die Burrows-Wheeler-Transformation (BWT) auf einen Sti$hg@nwenden, erweitern

wir diesen (&hnlich wie bei den Suffixbaumen) am Ende um das Zeichen $, das niclanin
halten ist. SeiS = 5’8, dieser erweiterte String und sei= |.S| die Lange vonS. Wir sortieren

die MengeS|[1..n], S[2..n],...,S[n..n] aller Suffixe vonS lexikographisch. Dabei komme das
Zeichen $ vor allen anderen Zeichen (A,C,G,T,N) im Alphabet. Die so sortierte Liste aller Suffi-
xe nennen wir da&enom-WorterbuctDer String der Zeichen, die ifi den jeweiligen Suffixen

in dieser Reihenfolge vorangehen, ist die Burrows-Wheeler-Transformatiofi.vdabei sei das
vorangehende Zeichen $, wenn das Suffix gleich dem ganzen StisigWir nennen die BWT

T. Beispiel:S = ABRAKADABRA $. Dann erhalten wir folgende BWT und folgendes Genom-
Worterbuch:
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Genom-Worterbuch
$

A%

ABRAS$
ABRAKADABRAS$
ADABRAS
AKADABRAS
BRAS$
BRAKADABRA$
DABRAS
KADABRAS

RAS$
RAKADABRAS

W w>»>»>» >0 X030 >N

Die BWT von S ist T = ARD$KRAAAABB. Das Sortieren der Suffixe kann mit Hilfe eines
Suffixbaums gemacht werden, der (auch fir spatere Verwendung) auf der Festplatte gespeichert
wird. Das Genom-Woarterbuch braucht nicht berechnet oder gespeichert zu werden, es dient aber
der Erklarung des Algorithmus im nachsten Abschnitt.

Fur Kompressionsalgorithmen wichtig, aber fiir das hier besprochene Problem unwichtig, ist
folgende Tatsache: Der String kann allein aus dem Stringj (auf wundersame Weise) schnell
rekonstruiert werden.

4.4.3 Der Wortzéhl-Algorithmus

Wir nehmen jetzt an, dass wir in dem transformierten Stiihdie Anzahl der Vorkommen von
einzelnen Buchstaben in Intervallen vorermitteln kdnnen wie im Abschnitt.4.1beschrieben.

Obwohl wir das Genom-Woérterbuch nicht tatsachlich zur Verfligung haben, benutzen wir es
gedanklich. Zunéchst berechnen wir bestimmte Indices in dieses Worterbuch, namlich die Num-
mern der Zeilen, an denen ein neuer Anfangsbuchstabe beginnt. Fir einv\WWeien F,, und
L., der Index vom ersten bzw. letzten Vorkommen worals Anfang eines Wortes im Genom-
Worterbuchk,, sei die Haufigkeit des Wortes in S. Fir das Beispiel aus dem vorigen Abschnitt
4.4.2hatten wir Z.BFpn=2,Lpn=6,kpn =5, Fgra = 7, Lgra = 8, kgra = 2. Fir den Spezial—
fall, in dem das Woriv ein einzelnes Zeichenist, speichern wir dig",, und L, in einer (kleinen)
Hilfsdatenstruktur, die wiAlphagrenzemennen. (Wenn das Genom-Wérterbuch der Duden ware,
dann wirde wir uns fir jeden Buchstaben A..Z durch ein Lesezeichen merken, wo er aifangt.)
ist einfach die Haufigkeit vom im ganzen Strind’. F, ist 1 plus die Summe der Haufigkeiten in
T der Zeichen, die lexikographisch verkommen. UndL,, ist F, + k, — 1. Die Alphagrenzen
kénnen so also vorab bestimmt werden.

Der Algorithmus, der die Haufigkeit eines Musterder Langen bestimmt, wird schrittweise
die abnehmenden Haufigkeiten der Musten|, p[m — 1..m], ..., p[l..m] bestimmen.

Seix ein Zeichen undv ein Suffix vonp. Angenommenw kommt im Genom vor, wir kennen
die IndicesF, und L, im Genom-Warterbuch und wir wollen die Haufigkeit,, vom Wort zw
bestimmen. Weil die Haufigkeit varw gleich die Anzahl der Vorkommen vom Strimgist, denen
ein z vorangeht, isk,., gleich der Anzahl dex in T' zwischen Positionei’,, und L,,. Z.B. ist
die Haufigkeit vom Wort RA in ABRAKADABRAS gleich der Haufigkeit vom Zeichen R7in
zwischen Positionefiy = 2 undLp = 6.
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Wir kdnnen jetzt also iterativ Zeichen fur Zeichen links ananh&ngen, wenn wir erneut
die Indicesrt;,, und L,,, berechnen kdnnen. Dazu 3Sgi, die Anzahl der Woérter im Genom-
Worterbuch, die mit: beginnen und lexikographisstor zw kommen. Wir kbnnem,,,, ermitteln,
indem wir die Anzahl der’e zahlen, die inl" vor PositionF,, kommen. Damit kdnnen wir die
Indices vonrw berechnen, namlich

wa = Fa:+ba:w
L:vw = wa+kxw_1

Damit sind die Voraussetzungen fir den nachsten Schritt der Iteration gegeben. Das Wort
kann links um ein weiteres Zeichen erweitert werden. Die Schritte enden, wenn entweidét
im Genom vorkommt oder, wenn = p ist.

Wortzahl-Algorithmus:
Parameter: Muster der Langen

Burrows-Wheeler-transformierter Strifig
Voraussetzung: Fur jedes Zeichesind die Alphagrenzef’, und L, schon berechnet.
1)  w < p[m]
2) ky<—Ly—F,+1
3)  Wennm =1, lieferek,, zuriick.
4) Furi=m-1,m-2,...,1

Begin
5) x — pli]
6) k. — Anzahl derz’e in T' zwischenF), und L.
7 Wennk,,, = 0, liefere 0 zuriick.
8) b — Anzahl derz’e in T vor F,,,.
9) Fry — Fip 4 by
10) Lyw — Fow + kpw — 1
11) W — TW
End

12) Lieferek,, zurlck.

Alle Schritte, bis auf Schritt 6) und 8), bei denen eine Anzahl von Zeichen in einem Intervall
von T gezahlt wird, brauchen konstante Zeit. Die Anzahl der Schleifendurchlaufe ist héchstens
m. Die Laufzeit, die dieser Algorithmus fur eine Anfrage nach dem Mugtbraucht, ist also
O(mK). Der Speicherbedarf ergibt sich aus dem Speicherbedarf obiger Hilfsdatenstruktur fiir
die Haufigkeit einzelner Zeichen und dem Speicherbedarf dafur, den Straugspeichern, also
O(n/K -|X|logn+nlog|X|) Bits. Die Autoren des genannten Artikels komprimieren den String
T mit einer einfachen Methode. Sie kodieren jedes aufeinanderfolgende Tripel der 125 méglichen
Tripel von Zeichen au$ A, C, G, T, N} mit einem Byte. So kdnnen sie die etwa drei Milliarden
lange BWTT des menschlichen Genoms mit etwa 1 GB Speicherbedarf speichern und trotzdem
schnell adressieren. Der von ihnen insgesamt bendtgte Speicherplatz/isebh800 etwas tber
1 GB, also deutlich unter dem Speicherbedarf von Suffixodumen.
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4.5 Karten

4.5.1 Einleitung

Eine Karte (map) beschreibt die Anordnung von gewissen Merkmalen auf einer DNA-Sequenz
zueinander. Solche Merkmale kdnnen Marker wie STSs oder ESTs sein oder andere Loci, die von
Interesse sind, wie Gene. Eine genetische Karte (genetic map) verzeichnet die Abstande zwischen
den Merkmalen gemessen in der Rekombinationshaufigkeit der Merkmale. Tendenziell gilt: Je
weiter zwei Merkmale, zum Beispiel zwei Gene, auf der DNA entfernt sind, desto haufiger kann es
passieren, dass bei der Vererbung die Allele der beiden Eltern neu kombiniert werden. Die Ubliche
Einheit des Abstands ist hi€entimorgan Eine physikalischen Karte (physical map) enthélt die
Reihenfolge der Merkmale und deren Abstande gemessen in Basenpaaren. Eine physikalische
Karte von STSs auf einem Chromosom kann helfen, bei der Assemblierung ein neu sequenziertes
Contig oder Scaffold, dessen Position innerhalb des Genoms zunachst unbekannt ist, auf dem
Chromosom zu lokalisieren, wenn es STSs enthélt, die in der Karte verzeichnet sind.

Die beiden nachsten Abschnitte beschéaftigen sich mit algorithmischen Problemen, die bei der
Erstellung einer physikalischen Karte auftreten.

4.5.2 Hybridization Mapping

Wenn die STSs gefunden werden, sind meistens weder ihre Lage im Genom noch ihre relative
Ordnung zueinander bekannt. Ebenso ist bei einer Klon-Bibliothek, wie sie etwa fur die Sequen-
zierung verwendet wird, nicht die Reihenfolge dieser Klone auf der DNA bekannt.

Hybridization Mapping ist eine Methode, mit der im Idealfall gleichzeitig die Reihenfolge der
STSs und der Klone bestimmt werden kann, wenn ermittelt wird (mittels PCR), welches STS sich
auf welchem Klon befindet (siehe AbbilduAdL0).

Das Problem der aufeinanderfolgenden Einsen

Gegeben sei eine binanex m-Matrix M. Wir sagen diese Matrix hat die Eigenschaft der aufein-
anderfolgenden Einse©{P, Consecutive Ones Property), wenn es eine Permutation der Zeilen
gibt, so dass nach Anwendung der Permutation die Einsen in jeder Spalte aufeinanderfolgend sind.

(I=1]=0

Beispielmatrix:

a b~ wWwN -

Folgende Permutation der Zeilen der Beispielmatrix zeigt, dass sie die C1P hat:

anNnN b~ EP W
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Proben
3 1 5 2 4
DNA ] ] ] ] ]
Klon 1
Klon 2
Klon 4
Klon 3
Klon Klon
1 2 3 4 1 2 3 4
111 1 1 O 1 0 0 O
2/0 1 0 1 111 1 1 O
Probe 3|1 0 0 O Probe 50 1 1 O
410 0 0 1 2/0 1 0 1
5/0 1 1 O 410 0 0 1

Abbildung 4.10:0ben: Klone und Proben. Die Proben sind z.B. STSs. Weder ihre Reihenfolge
noch die der Klone sind bekannt. Unten: Die Matrizen haben bei Rrabd Klonj genau dann

eine 1, wenn Probeéin Klon j vorkommt. Wenn die Zeilen der Matrix in der Reihenfolge der
Proben in der DNA sortiert werden (rechts), sind die Einsen in jeder Spalte aufeinanderfolgend.
Dann ist auch die relative Anordnung der Klone bekannt.

Beispielmatrix, die C1P nicht hat:

A OWDNP

Wir setzen im Folgenden voraus, dass in jeder Spalteiamindestens eine 1 steht und dass
keine zwei Spalten gleich sind.
Fir jede Spaltg = 1,2,...,m sei

Sj Z:{’L.G{l,...,n}‘Mi,jzl}

die Menge der Zeilen, die in dgrten Spalte eine 1 habef; ist also eine Menge von Zeilen, die
untereinander stehen missen damit injdegn Spalte alle Einsen aufeinander folgen. Seine
Permutation vor{1, ..., n}. Wir sagenS; ist ein Intervall bzglzr, wenned, r € {1,...,n} gibt,
so dass

S;={n(0),m({+1),...,7(r)} = =w[l,r]

ist.

C1P-Problem: Sei M eine binare Matrix wie oben. Finde heraus,/dbdie C1P hat. Falls ja,
finde eine Permutation der Menge der Zeilel, ..., n}, so dass fur jedeg € {1,...,m} die
Menges; ein Intervall bzgl.r ist.

In obigem Beispiel ist die Permutation= (3, 1,5, 2, 4) eine Losung.

Das C1P-Problem kann in folgenden 3 Schritten gelést werden.

1. Zerlege die Menge der Spalten auf bestimmte Weise in disjunkte Teilmengen.
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(2

©)

Abbildung 4.11:Uberschneidungsgragh der Matrix M. Die Zusammenhangskomponenten sind
{1,2},{3},{4,5},{6,7,8}.

2. Lése dann fir jede dieser Teilmengen, das Problem, falls es eine Lésung gibt.

3. Kombiniere die Losungen fur die Teilmengen der Spalten zu einer Losung, die das C1P-
Problem fir alle Spalten I6st.

Wir werden den Algorithmus bei folgendgrx 8-Matrix M verfolgen.

12345678

"
"

O© 0O ~NOO UL, WN P

Zerlegung der Spaltenmenge

Definition 4.14 Sei M eine binaren x m-Matrix. Der Uberschneidungsgraption M ist der
ungerichtete Grapty¥ = (V, E') mit Knotenmenge

V=A{1,...,m}

und Kantenmenge
E={{j,k}|S; NS, #0,S; & Sk, Sk £ Sj}-

Wenn{j, k} € E ist, sagen wir, dass sich Spaltgnndk iberschneiden

Die Menge der Zusammenhangskomponentenvast die oben beschriebene Zerlegung der
Spaltenmengél, ..., m}. Unten werden wir zeigen, dadg die C1P genau dann hat, wenn fur
jede Zusammenhangskomponegteson G die Teilmatrix die C1P hat, die man alg erhalt,
wenn man alle Spalten ¢ C streicht. Das bedeutet, dass man zunachst jeweils fur Teile der
Spalten das Problem unabhé&ngig I6sen kann.
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Zusammenfiigen der Zusammenhangskomponenten

Angenommen, man konnte fir jede Zusammenhangskomponent€ das Problem I6sen. Wir
werden in diesem Abschnitt sehen, dass d&hdie C1P hat.

Definition 4.15 Der Inklusionsgrapteur Matrix M ist der gerichtete Grapf¥; = (V;, Ey) des-
sen Knotenmeng®; die Menge der Zusammenhangskomponenten(wst und dessen Kanten-
menge gleich

Er={(a,B) | # 8 € Vi, es existiers € a,b € 3, mit S, C S, }
ist.

Folgende Abbildung zeigt den Inklusionsgraphen fir die Beispielmairix

Abbildung 4.12:nklusionsgraphG; der Matrix M .

Lemma 4.16 Seiena # § € V; und seiS, C S, flr eina € aund einb € 5. Dann giltS, C S,
fur jedest’ € .

Beweis:Sei zunéchst, so dasgb,t'} € E.V istalso inG ein Nachbar vord. Weil b’ unda in
verschiedenen Zusammenhangskomponenten liegenialed ¢ E gilt

SyNS,=0 oderSy cS, oderS, C Sy

Die erste dieser drei Alternativen ist ausgeschlossen, $yeil S, # 0 und S, C S,. Die dritte
der drei Alternativen ist ausgeschlossen, weil dapic S, C Sy gelten wirde, was ein Wider-
spruch zu{b, b’} € E ware. Also mul? die zweite Alternative geltesy; C S,. Also gilt fur alle
Nachbarnd’ von b die Inklusion. Also auch fiir die Nachbarn der Nachbarn, usw.. ; also fur die
ganze Zusammenhangskomponehte

O

Lemma 4.17 Jeder Inklusionsgraph ist azyklisch.

Beweis:Angenommen, er ware es nicht und es gabe also Zusammenhangskompg@ngentens,
(d > 1) von G mit

(ﬂl) 52)7 (525 ﬁd)) sy (/Bd—la ﬁd)v (/6d7 ﬂl) € EI
Zur Vereinfachung der Schreibweise sefize; = (1. Dann gébe es nach der Definition van
und nach Lemmd.16a; € 5; (i = 1,2,...,d) mit

U Sy C Sai (4'7)

bEBit1
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Induktiv galte dann alsdgjbeﬁ1 Sy C Sa,. Dann muBtes; = {a1} sein, also nur aus diesem
einen Element bestehen. Genauso kdnnteroyde {a;} fir allei = 1,2, ..., d schlieBen. Dann
wirde die Inklusionsketted(7) S,, = Sq, = -+ - = 9, liefern, was ein Widerspruch ist, weil wir
angenommen haben, dass keine zwei SpaltenWaleich sind.

Il

Korollar 4.18 Sei(«, 3) € E;. Dann gilt fur allea € «

entwederU Sy C S, oder(U Sy) NS, = 0.
bes bep

Beweis:Fallsa € o so ist, dass eih € g existiert mitS, C S,, dann gilt nach Lemma4.16

Usb C S,
beps

Seia € a nun so, dass fUr jeddsc 3 S, nicht Teilmenge vorb, ist. Seib € [ jetzt beliebig.
Weil ¢ undb in verschiedenen Zusammenhangskomponenten liegen, gilt

SyNS,=0 oderS, cS, oderS,CS,.

Letzteres haben wir schon ausgeschlossen. Wenn der zweite Fall eintreten wirde, gélie es in
auch eine Kantég, o) und G; ware nicht azyklisch. Es muf3 alsi N S, gelten. Dab beliebig
war, gilt

(L Sy)nSa=0.

bep
U

Lemma 4.19 Wenna # [ und weder(«, 3) noch (53, «) eine Kante im Inklusionsgraphen ist,
gilt

(Usa)ﬂ s | =0.

a€a bep

Beweis:Ubung

Satz 4.20Die binare MatrixM hat die C1P genau dann, wenn fiir jede Zusammenhangskompo-
nentegd € V; von G die Teilmatrix, die man erhélt, wenn man auSalle Spalterj ¢ 3 streicht,
die C1P hat.

Beweis: Wenn M die C1P hat, hat auch jede Matrix, die durch Streichen von Spalted/aus
entsteht, die C1P. Zum Beweis der anderen Richtung nehmen wir nun ar; déss . ., G4 die
Zusammenhangskomponenten \@rin topologischer Ordnung bzgk'; sind. Diese Sortierung

ist moglich, daG; nach Lemmad.17 azyklisch ist. Wir gehen induktiv vor. Angenommen, wir

haben bereits eine Permutatierder Zeilen vonM, so dass die Spalten im := 51 U --- U S
aufeinanderfolgende Einsen haben. Jetzt méchten wir diese Permutation abéandern, so dass dann
die Spalten ind;..; aufeinanderfolgend sind, ohne dass die Eigenschaft der aufeinanderfolgenden
Einsen bei den Spalten imzerstort wird. Sei

B := U Sp

b€Br+1



4.5. KARTEN 55

die Menge der Zeilen in denen in einer Spaltedin ; eine Eins steht. Bzglr ist jedesS, mit
a € « bereits ein Intervall
So = 7[la,74]

Weil 1, ..., Bk in der topologischen Ordnung vek..; kommen, geht irG; keine Kante von
Ok-+1 zu einer dieser vorangehenden Zusammenhangskomponenten. Nach Koti@lerd Lem-
ma4.19gilt dann fir jedes: € o entwederB C S, oderB C S,. Dabei bezeichné fiir eine
Spaltenmengé das KomplementS := {1,...,m} \ S. Die Menge der € o, fur die B C S,

gilt, seiaq, die Menge dew’s, fur die B C S, gilt, seias. Es ist dann

B C ﬂ Tla,ra] N ﬂ m[la, e =: L

acoy acag

Seien? undr, so dassr|/, r| das kleinste Intervall ist, das enthélt (siehe Abbildung.13).

Die Schlusselidee ist folgende. Weil fiir jedes «; das Intervallr[¢, r] in 7[{,, r,] enthalten
ist, kann man die Zeilen zwischehund r in der bereits nachr permutierten Matrix beliebig
weiterpermutieren, ohne dass die Spalteniimie C1P verlieren, denn in diesen Spalten stehen in
diesem Intervall nur Einsen. Fir die Spaltemig a9 gilt, dass die Intervalle der Einseti(,, 74|

entweder auch ganz in¢, r| enthalten sind oder ganz im Komplemerit, r|. Seic/, die Menge
der Spalten, die Ersteres erfilllen:

O/2 = {CL €« ’ W[Ea’ra] C W[fv T]}

Fur die Spalten inv \ o gilt dasselbe wie fir die Spalten . Eine Permutation der Zeilen
innerhalb der Grenzefund r zerstort flr sie nicht die C1P, weil in diesen Spalten zwischen
undr nur Nullen stehen. Bleiben die Spalterdh. L ist die Menge der Zeilen zwischérundr,
in denen in jeder Spalte vam, eine Null steht. Wir &ndern (bzgt) die Reihenfolge der Zeilen
innerhalb des Intervallg, r| so, dass die Zeilen ih benachbart sind. Z.B. legen wir diese Zeilen
ganz nach oben (siehe Abbildudgl3. Dann istL bzgl. diser neu erhaltenen Permutation der
Zeilen ein zusammenhéngendes Intenlist jetzt ein Intervall von Zeilen, das alle Zeilen ent-
hélt, in denen in einer Spalte vgi, ; eine Eins kommt und das wir beliebig permutieren kdnnen
ohne die C1P fir eine Spalte inzu zerstoren. Jetzt machen wir von der vorausgesetzten Permu-
tation gebrauch, die die Einsen in den Spaltef;in; aufeinanderfolgend macht, und erhalten so
durch Hintereinanderausfihren varund der oben implizit genannten Permutationen eine neue
Permutation, bei der alle Spalten@q U - - - U 8,41 die C1P haben.

O

Obiger Beweis ist konstruktiv, denn er beschreibt unter der Voraussetzung, dass die Zusam-
menhangskomponenten véhdie C1P haben, einen Algorithmus fiir das Finden einer Permuta-
tionen der Zeilen, so dass die Einsen in den Spalten aufeinanderfolgend sind.

C1P-Problem fir eine Zusammenhangskomponente vom Uberschneidungsgraphen

In diesem Abschnitt wollen wir das Problem Iésen, fir die Spalten einer Zusammenhangskompo-
nente vonG eine Permutation zu finden, so dass in jeder dieser Spalten die Einsen zusammen-
héngend sind. Dieses Teilproblem &3t sich direkt schrittweise Spalte fur Spalte |6sen, weil bei
einer geeigneten Auswahl der Reihenfolge der Spalten in der Zusammenhangskomponente, bis
auf Symmetrie jeweils kein Spielraum fir die Auswahl einer solchen Permutation bleibt.
Betrachten wir als Beispiel folgende Matrkmit nur einer Zusammenhangskomponente.
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g

Abbildung 4.13:Das Bild zeigt dreimal die MatriX/ mit den Spalten der erstén+ 1 Zusam-
menhangskomponenten. Die Spalternin= «; U oy haben in der links gezeigten Permutation
der Zeilen bereits zusammenhéangende Einsen. Die Zusammenhangskomphnergell zu-
sammenhangende Einsen bekommen. Im ersten Schritt werden die Zeilen zwisaien so
umgeordnet, dass die Zeilen inzusammenhangend sind. Im zweiten Schritt werden die Zei-

len in B, also die Zeilen in denen in einer Spaltedp,; eine Eins steht, so umsortiert, dass sie
aufeinanderfolgenden Einsen haben.



4.5. KARTEN 57

N o ok WN P

Wir fangen mit einer beliebigen Spalte an, z.B. mit Spalte 1. Wir permutieren die Zeilen
so, dass die Einsen in Spalteintereinander stehen. Hier vertauschen wir Zeilen 2 und 7.

N O O WN P

Falls die Zusammenhangskomponente weitere Spalten enthélt, nehmen wir eine: Spalte
dass die Kantgj, k} im Uberschneidungsgraphen ist. Hier z.B. Spalte- 2. Spalten; und k&
Uberschneiden sich also: Es gibt Zeilen, die in beiden Spalten eine Eins haben, Zeilen, die in Spalte
j eine Eins haben und nicht in Spaltaund Zeilen, die in Spalté eine Eins haben und nicht in
Spaltej. Das Intervall von Spalté muss entweder Uber oder unter dem von Spaltegen. Da
mit jeder Reihenfolge der Zeilen auch die umgekehrte Reihenfolge der Zeilen eine Losung ist,
kann man sich hier ohne Einschrankung fiir eine der Moglichkeiten entscheiden. Wir legen das
Intervall der Einsen von Spalte 2 tber das der Spalte 1:

N O b WN O

Jetzt gehen wir induktiv vor. Wenn bereits Spaljaimd £ aufeinanderfolgende Einsen haben
und{j, k} € Eist, nehmen wir eine Spalteso dass die Kantfk, £} im Uberschneidungsgraphen
ist. Im Beispiel ist¢ = 3 so eine Spalte. Eine Schliisselbeobachtung ist nun, dass das Intervall
der Einsen in der dritten Spalte und jeder weitere Spalte relativ zu den beiden vorangehenden
Intervallen von Einsen nur eine Lage haben kann.

Wenn die Bedingung@3: |S; N S;| < min{|S; N S|, |Sk N S;|} erfulltist, kann das Intervall
der Einsen in Spalté nur oberhalb (bzw. in der gleichen Richtung wieelativ zuj) von dem
Intervall der Einsen vort liegen. Zur Begriindung siehe Abbildudgl4d Wenn die Bedingung
B nicht erfillt ist kann das Intervall der Einsen in Spaite wenn die Positionierung Gberhaupt
moglich ist — nur unterhalb (bzw. in der anderen Richtung kielativ zu j) von dem Intervall
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der Einsen vork liegen. In diesem Fall kann es allerdings sein, dass es gar keine Losung gibt. Im
Beispiel ist|S, N S;| = 1, |S; N Sk| = 2, |Sk, N S| = 2, also ist die Bedingung erfillt und
Spalte 3 muss oberhalb von Spalte 2 liegen.

A ow~NOIDNO PP

Wir wahlen jetzt wieder eine neue Spaltaind bereits abgehandelte Spaltenind & mit
{j,k},{k, ¢} € E.Im Beispiel ist jetztj = 2,k = 3, ¢ = 4.

Die BedingungB ist diesmal nicht erfullt. Deshalb muss das Intervall der Einsen von Spalte
in der anderen Richtung relativ Zzuiegen wiek zu j liegt, also unterhalb.

P A WNOINO

C1P-Algorithmus:
Parameter: binare x m-Matrix M
1) Konstruiere den Uberschneidungsgrapbevon M
2) Konstruiere den Inklusionsgraphéf von M
3) Sortiere die Knoten iG7; topologisch.
4) Sortiere die Spalten nach obiger topologischen Ordnung. Sortiere die Spalten
innerhalb jeder Zusammenhangskomponente in der Reihenfolge einer Tiefensathe in

Seio, ..., o, die erhaltene Reihenfolge der Spalten.
5 Furi=1,2,...,m
Begin
6) Versuche, wie oben beschrieben die Zeilen ¥6rzu sortieren, so dass
Spaltei die C1P bekommt und Spalten 1 bis- 1 die C1P behalten.
7 Wenn Schritt 6) nicht mdglich ist, breche ald: hat nicht die C1P.
End

Die Laufzeit fur Schritt 1), fur die naive Kontruktion des Uberschneidungsgraphényistn),
weil esO(m?) Paare von Spalten gibt, und man fiir jedes Paar von Spal#eilen tiberpriifen
muf3 um zu entscheiden, ob dieses Paar eine Kartiedefiniert. Schritte 2) bis 4) sind ebenfalls
in O(m?n) maoglich. Die Schleife in 5) wird hochstems mal ausgefiihrt. Jeder Schleifendurch-
lauf kann inO(mn) gemacht werden. Die Gesamtlaufzeit des Algorithmus ist@(se?n).
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j k 6 Mdglichkeiten fiir/

N~~~
B erfillt, B nicht erfuillt,
gleiche andere

Richtung Richtung

Abbildung 4.14:Die Mdglichkeiten eine dritte Spalté relativ zu zwei anderen Spaltghund
k zu Positionieren. Bei den beiden ersten Mdglichkeiten ist die Bedingging|S, N S;| <
min{|S; N Sk|, | Sk N S|} erfullt. Bei den vier letzten Moglichkeiten ist die BedinguBgerletzt.
B ist genau dann erfillt, wenn das Intervall der Einsen von Spattativ zu dem von Spalte
in derselben Richtung liegt, wie das von Spéaiteu dem von Spaltg.

In Abbildung4.15ist der Ablauf dieses Algorithmus am Beispiel der Mathik (Seite52) dar-
gestellt. Die Spalten kdnnen in diesem Fall in der Reihenfolge von links nach rechts behandelt
werden, weil die Spalten vol/ bereits entsprechend geordnet waren.

4.5.3 Radiation-Hybrid Mapping

Siehe Abschnitt 16.6 in “Algorithms on Strings, Trees, and Sequences”, Dan Gusfield.

4.5.4 Map Alignment
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123456738 123456738 123456738
1 8 1
2 6 2
3 3 4
4 1 1 5
5 2 7
6 l- 4 9
7 5 8
8 7 6
9 . 9 3
Ausgangsmatrix\/ erste Spalte geordnet zweite Spalte geordnet
123456738 123456738 123456738
1 1 1
2 2 2
4 4 4
5 5 5
7 7 7
9 9 9
8 6 8
6 8 3
3 3 6
dritte Spalte geordnet vierte Spalte geordnet finfte Spalte geordnet
123456738 123456738 123456738
1 1 1
4 1 5 H
5 2 7
2 7 4
7 4 9
9 9 5
8 8 8
3 3 3
6 6 6
sechste Spalte geordnet siebte Spalte geordnet achte Spalte geordnet

Abbildung 4.15:Ablauf des C1P-Algorithmus bei der Beispielmatrix.
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